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Capitulo 1

Calculo proposicional

En el calculo proposicional se construye un lenguaje artificial que evita la expresividad del lenguaje co-
tidiano (espanol), para intentar inferir lo que es ‘verdad’. Esto significa que es un alfabeto que no construye
palabras ni frases. Las letras representan frases cuyo significado desconocemos. Sélo sabemos que estas frases
pueden ser verdaderas o falsas.

En este lenguaje también existen conectivos que nos dan nuevas frases a partir de las frases represen-
tadas por letras. De estas nuevas frases de nuevo sélo sabemos cémo inferir las posibilidades de verdad o
falsedad.

En sintesis lo que intenta este calculo proposicional es desarrollar el algebra maés sencilla que existe de
la ‘verdad’. Més sencilla en el sentido de que no se refiere a ningin contexto (Como si lo hace el célculo de
predicados).

1.1. Proposiciones

Definicion 1.

Una proposicién es una afirmacién que tiene la posibilidad de ser verdadera o de ser falsa, pero no de ser
verdadera y falsa simultdneamente.

La proposiciones se representan por letras minusculas: p, g, 7, s,t, ...

Para dar una idea de qué tipos de afirmaciones son las que se consideran proposiciones lo mejor es dar
ejemplos en espanol de cudles frases no cumplen esta condicién:

Ejemplo 1.1.1.

i Qué hora es? Prohibido fumar.
Frases que si cumplen la condicién enuciada en la definiciéon se muestran en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.2.

Las funciones son relaciones. Fumar es dafiino. 22 es igual a 9.
Este libro es blanco. 2 es menor que 3.

En repetidas ocasiones usaremos frases en espafiol como referentes intuitivos para la exploracion de este
lenguaje artificial. Sin embargo, no debemos perder de vista que dicho lenguaje no tiene significados para
sus frases y se debe tratar como un algebra.

En este sentido, podriamos hacer las siguientes asociaciones dado que las afirmaciones del ejemplo 1.1.2
pueden ser verderas o falsas, sin serlo simultdneamente:

p : ‘Este libro es blanco.’

q : ‘Fumar es danino.’



1.1. PROPOSICIONES FElementos del Lenguaje Matemaético

r : ‘Las funciones son relaciones.’
5 : ‘2 es menor que 3.’
t:2% esiguala 9.

Para la logica clasica existen sélo dos valoraciones: verdadero (V) y falso (F). Estas son llamadas valores
de verdad. Seguramente al leer las proposiciones ¢,r, s y t hemos asignado (V) a ¢,r y sy (F) a t, pero
ésta es sélo una posibilidad para estas proposiciones. Dicha asignacién se llama valuacion. Por el contrario,
si leemos la proposicién p la asignacién variarda dependiendo de qué libro tenemos a la mano. Esto sucede
porque estas proposiciones tienen significado para nosotros y las podemos ubicar en un contexto en el que
podemos decidir su valor de verdad.

Pero si decimos que a, b, ¢ y d son proposiones no sabremos tomar la misma decisién. Por eso en légica es tan
importante que las proposiciones carezcan de significado, puesto que no debe haber una valuacién predilecta
si no que deben ser consideradas todas las valuaciones.

Definicion 2. Una valuacién es una asignacién de valores de verdad a un conjunto de proposiciones. Como
dicha asignacién da un unico valor de verdad a cada proposicién, una valuacién es una funcién de un conjunto
de proposiciones al conjunto {V, F'}. Asi un ejemplo de valuacién seria:

U:{pvqa’r,S}—){‘/’F}

Una representacion de la valuacion v mas practica:

Proposiciones | p | q | r | s
Valuacion v V|IF|F|V

Una tabla de verdad presenta todas las posibles valuaciones de un conjunto de proposiciones.

Ejemplo 1.1.3.

plg T

v | V|V ]|V

P |q vs | V|V |F

(%] VIV U3 A\ F A\

vo | V| F vy | F | V]V
(O} F A\

vy | F | F v | F | V|F

v | V|F | F

v | F | F | F

Cada reglén corresponde a una valuacién. En la tabla de la izquierda listamos las 4 valuaciones posibles para
el conjunto de proposiciones {p, ¢} y nombramos v; a la primera valuacién, vy a la segunda y asi sucesiva-
mente. En la tabla de la derecha listamos las 8 posibles valuaciones del conjunto de proposiciones {p, g, r}
nombrandolas v, vs, ...vg. En adelante omitiremos este nombramiento de valuaciones y deberemos entender
que cada reglén corresponde a una realidad diferente a la presentada en cualquier otro reglén.

Ejercicios 1.1.1.

1. Determine cuantos reglones tiene una tabla de verdad para un conjunto de n proposiciones. Ayuda:
determine el numero de valuaciones para n=4,5,6 y de alli concluya una generalidad.

2. Diga cudles de las siguientes frases pueden ser consideradas proposiciones:
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1.2. Conectivos y tablas de verdad

A partir de un conjunto de proposiciones podemos construir en el lenguaje 1égico unas nuevas proposi-
ciones usando los conectivos {A,V, —, -, «}. El valor de verdad de éstas depende del valor de verdad de las
proposiciones originales.

Los conectivos son operadores sobre el conjunto de las proposiciones. Especificamente, el conectivo — es
un operador unario. Esto significa que si p es una proposicién, entonces —p es una nueva proposicion. Los
demads conectivos son binarios, lo cual significa que si p y ¢ son proposiciones entonces podemos construir
las nuevas proposiciones:

Negacion: —p Conjuncion: p A g Implicacion: p — ¢
Disyuncion: pV ¢ Bicondicional: p < ¢

Dado que éstas son ya proposiciones podemos repetir el proceso y crear otras nuevas proposiciones, como
por ejemplo

(pAg)— (pVq) [(=r) As] < (pVq)

Formulas es el nombre usual de estas nuevas proposiciones; en realidad, férmula nombra a toda proposi-
cién. Asi que para hablar en general diremos férmula y para diferenciar, diremos proposicién simple para
p,q, 7,8y compuestas para las obtenidas mediante conectivos. Representaremos las formulas (proposiciones
compuestas y simples) con letras griegas ¢, ¢, a, 3, ...

Para evitar el uso excesivo de paréntesis nos ceniremos al siguiente orden de precedencia

Conectivo | Orden
- 1
A 2
\Y 3
— 4
— )

Aplicando el orden de precedencia a la formula [(—r) As] < (pV q) llegamos a la féormula -rAs < pVq que
expresa lo mismo. En el otro sentido, para el caso de una férmula que no tiene paréntesis como —p — s A —it
la lectura correcta usando paréntesis es (—p) — [s A (—t)] y una lectura incorrecta seria =[(p — s) A (—t)].

En cualquier situacion es recomendable quitar sélo los paréntesis que permitan una mejor lectura y no
necesariamente todos los paréntesis que se pueden quitar usando precedencia. Por ejemplo, para la formula
[(=r) As] < (pV ¢) la mejor escritura serfa (—r A s) < (pV ¢), pues hace muy facil su lectura.

Ahora ya que tenemos las nuevas proposiciones o férmulas, nuestro interés principal es determinar qué lec-
tura tienen y cuales son los valores de verdad de éstas a partir de los valores de verdad de las proposiciones
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simples que las componen. Es decir, queremos saber el significado de estas férmulas y sus tablas de verdad.

Las siguientes son las definiciones de las férmulas maés simples, obtenidas por medio de conectivos y proposi-
ciones simples. Incluyen significado y tabla verdad. Lo siguiente es obtener las tablas de verdad para formulas
mas complicadas.

Definicion 3.

Negacion: La proposicién —p afirma ‘no se cumple p’ o de forma mas rigurosa ‘no p’. La tabla a continuacién
muestra la relaciéon entre los valores de verdad de p y los de —p.

p | P
V| F
F |V

Conjuncion: La proposicién p A g afirma ‘se cumple p y se cumple ¢’ o mejor ‘py ¢’.

PAgq

< <=
o < | <=
| | | <

Disyuncién: La proposicién p V ¢ afirma ‘se cumple p o se cumple ¢’ o mejor ‘p o ¢’.

plgqg|pVag
VIiV] Vv
VIF| V
F|V] V
F|F| F

Para esta formula cada una de las proposiciones simples que la conforman p, g se llama diyunto.

Implicacion: La proposiciéon p — ¢ afirma ‘si se cumple p entonces se cumple ¢’ o mejor ‘p entonces ¢’.

p |19 |pP—4gq
V|V A%
VI|F F
F |V A%
F|F A%

En esta formula tenemos varias maneras de nombrar a p y q.

p — q
Antecedente Consecuente
Premisa Conclusién
Condicién suficiente Condicién necesaria

Bicondicional: La proposicién p < ¢ afirma ‘se cumple p si y sélo si se cumple ¢’, o ‘p y ¢ se cumplen o
no se cumplen simultdneamente’, o mejor ‘ p si y sélo si ¢’.

P |19 |pPgq
V|V A%
VI|F F
F |V F
F|F \Y
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Antes de continuar con las tablas de verdad para proposiciones més complejas, trataremos de aclarar la
tabla de verdad de la implicacién con la ayuda de un ejemplo. La proposicion ‘Si yo, Helena, soy elegida
rectora entonces bajaré el precio de las matriculas’ es una implicacién p — ¢. Las proposiciones p y ¢ se
definen como p :‘Yo, Helena, soy elegida rectora’ y ¢ :‘Yo, Helena, bajaré el precio de las matriculas’. Ahora
reflexionemos acerca de las posibles valuaciones de p y ¢, y respondamos a la pregunta de si Helena mintié al
hacer esa afirmacién.

En el caso en que p y ¢ sean verdaderas, es decir Helena ha sido elegida rectora y ha bajado el precio
de las matriculas ;Helena minti6? No. Luego la implicacién es verdadera.

P lqg | P4
ViV, V

En el caso en que p sea verdadera y g sea falsa, es decir Helena fue elegida rectora y no bajo el precio de las
matriculas jHelena minti6? Si. Luego la implicacién es falsa.

P lg | p—¢q
V|IF| F

En el caso en que p es falsa, es decir Helena no fue elegida rectora ;Tiene Helena alguna obligacién con la
disminucién del precio de las matriculas? Podriamos argumentar que a Helena no le fue dada la facultad de
hacerlo, asi que ella no tiene obligacién alguna, y que por lo tanto no mintié. Luego la implicacién en ese caso
seria verdadera. Sin embargo, esto es una postura filoséfica que depende del ejemplo. Podriamos también
argumentar que una persona comprometida debe de todos modos trabajar por lo que defiende. En realidad
es una decisiéon de la logica con que se trabaje. En la légica clasica, que es la légica que estudiaremos, la
postura que se adopta es la practica: si no me eligen no me comprometo.

plg |pP—gq
F |V A%
F|F A%

Para hallar la tabla de verdad de una proposicién mas compleja se siguen los pasos siguientes. Iremos
ilustrando el proceso con la férmula (—r A s) < (r V s).

Paso 1:Encabezamos la tabla por todas las subférmulas de izquierda a derecha siguiendo el orden de
precedencia, empezando por las proposiciones simples.

rls|-r|-rAs|rVs| (-rAs)—(rvs)

Paso 2:Listamos todas las posibles valuaciones de las proposiciones simples.

—r | rAs | rVs | (-rAs)— (rVs)

< <
< ™| <|

Paso 3:Con la ayuda de las tablas de verdad definidas para los conectivos obtenemos los valores de
verdad de izquierda a derecha de la tabla.

| rAs

i < <3
M <] < »
<|<|==d
HiH << |
M < | <@
<|<|=|H
M| < | |
HiH <<
M| <] <o
<|<|H|H
M| < ||
Hi<i<l<g|<

Fanny Santamaria 8
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s| (-rAs) e (rVvs)

<] < S
< g <] »
H < < <| <

F
F
A%
A%

<|<|™|H
o <=

Definicion 4.

Una férmula cuyo valor de verdad es (V) para todas las valuaciones de las proposiciones simples, se llama
tautologia.

Una férmula cuyo valor de verdad es (F) para todas las valuaciones de las proposiciones simples, se llama
contradiccion.

Una férmula es una contingencia si no es tautologia ni contradiccién. Es decir, una contingencia tiene para
alguna valuacién el valor de verdad (V) y para otra (F).
Ejemplo 1.2.1.

La férmula (=7 As) <> (rV s) es una contingencia, tal y como lo muestra la tabla de verdad que construimos
arriba.

La férmula p — (¢ — p) es una tautologia

plg|la—p|p—(¢g—p)
V|V \Y \Y%
VI|F Vv A%
F |V F A%
F|F V A%
La férmula p A —=(¢ — p) es una contradiccién
plqg |qg—p|(g—=p) |pA(¢g—Dp)
V|V A% F F
VI|IF A\ F F
F |V F A% F
F |F A\ F F

1.2.1. Consistencia

Un conjunto de férmulas es consistente si existe alguna valuaciéon de las proposiciones simples para la
que cada férmula sea verdadera. Esto significa que es posible cumplir simultdaneamente cada una de las
afirmaciones que éstas representan. En caso contrario se dice que el conjunto de formulas es inconsistente.

Habiendo desarrollado ya algunos ejercicios con tablas de verdad podemos decidir la consistencia de un
conjunto de formulas sin necesidad de construir toda la tabla.

Ejemplo 1.2.2.

Probemos que el conjunto de férmulas {p < q,q — r,—r V s,—p — s, s} es inconsistente. Podemos escribir
la tabla de verdad que involucre las 4 variables con las 16 valuaciones posibles para encontrar que ninguna
permite que las 5 féormulas sean verdaderas simultaneamente. O podemos seguir el siguiente razonamiento.
Si —s debe ser verdadera entonces s debe ser falsa.

plqlr|s
F

Si s es falsa, como —p — s debe ser verdadera entonces —p debe ser falsa. Por lo tanto p debe ser verdadera.
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plqg|r|s
A% F

De nuevo si s es falsa, como —r V s debe ser verdadera, —r debe ser verdadera. Es decir » debe ser falsa.

plgl|r|s
A% F|F

Solo falta por determinar la veracidad de las férmulas p < g y ¢ — r. Para que p « ¢ sea verdadera ¢ debe
ser verdadera.

plq |1 ]s
V| V|F|F

Pero esta valuacién hace a la férmula ¢ — r falsa. Y por otro lado si queremos que ¢ — r sea verdadera,
entonces ¢ debe ser falsa.

plg|r|s
V| F|[F|F

Lo cual hace la féormula p < ¢ falsa. Es decir el conjunto es inconsistente.

Ejercicios 1.2.1.

1. Halle las tablas de verdad de las siguientes férmulas y diga si son contingencias, tautologias o contradic-

L. (mq — —p) < (p — q) 13. = pAp

2.(pANg) = (rVs) 14. (pV@ Ar < —s
3.p—pAgq 15.pAg—p
4.pA(-pVaq)AN—q 16. (p — @) A (g — p)

5. (=pVag)A(pVr)A-rA-g 17.(=i V =h) — =g

6. (~gNA(p—q)——p B.p=(@—=r]—=[p—a9—@—r)
7.(dVe)nf)—g 19.[p—=a)N(g—1)]—= (=)
8. (f = 9) — (h— 1) 20. (a—d) = (f = )

9. (A Ny)Nz)—a 21l. (z = 2) — (a —a)

10. (mz —aAb) — (b—¢) 22. (-p—2zAq)

1L (=p A (p— @) = g 23(a Nb— a)

12. ~f — (h — —g)

11. Determine cuales de los siguientes conjuntos son consistentes.

1. {r —-q,q — —s,~rV-s,~q— s,7s}
2. {-r < qq— —s,—rA-s,q— s s}
3.{p—r,gN-s,—rV-as,p— s}

4. {pVr,mq A —s,—r, s, p > s}

5. {=aV =b,b — —¢,—c,~(aVe),ne— [}

1.3. Equivalencias

En el estudio de esta ‘dlgebra de la verdad’ que llamamos [dgica, usando las tablas de verdad hemos
observado la verdad o falsedad de cada férmula segin la valuacién asignada a sus proposiciones simples. Es
importante ahora determinar qué férmulas tienen los mismos valores de verdad para cada valuacion.

Fanny Santamaria 10
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Definicion 5. Se dice que dos férmulas ¢ y v son equivalentes, si y sélo si, tienen el mismo valor de
verdad para cada una de las valuaciones de todas las proposiciones simples de las dos formulas. Que ¢ sea
equivalente a 1) se escribe simbdlicamente como ¢ = .

Ejemplo 1.3.1.

Dadas ¢ : ‘p — ¢’ y ¢ : ‘=p V ¢’ verifiquemos que son equivalentes, es decir p — ¢ = —p V ¢q. Para ello
incluimos las dos formulas en una sola tabla de verdad. El fondo amarillo encierra los valores de verdad para
la férmula —p V q, y el azul los de la férmula p — ¢. Las letras rojas indican los valores de verdad para la
primera valuacién, las azules la segunda valuacién, las rosadas la tercera y las verdes la cuarta.

P lq | P| PVQ '
V|V]|F \Y

V|F | F F .
FlV]V \Y .
FlF |V \Y .

Todo par de tautologias es equivalente, asi como todo par de contradicciones, incluso si involucran
proposiciones simples diferentes. Esto sucede porque la equivalencia solo observa el comportamiento de las
férmulas respecto a su valor de verdad y porque en este nivel, a la l6gica no le preocupan los significados.

Ejemplo 1.3.2.

-rAr=pA-(q—p) —sVs=a— (b—a)
r|plq | rAr *: s |a |b | —sVs *:
vViv|iv] F VIivIiv] ¥
VIVI|F F ] VIVIF|] ¥ v
VIF|[V] F ] VIF|V] ¥ v
F|V|[V] F ] FIV|V] ¥ v
F|F|V] F ] F|F|[V] ¥ v
F|V|F F ] FIV|F| ¥ v
VI|IF|F F ] VIF|[F| ¥ v
F|F|F F [ 9] F|F|F \ v

La clase de las tautologias es representada por la expresién V y la de las contradicciones por F. La
siguiente es una lista de algunas equivalencias. Estas se usaran luego y las llamaremos leyes de equivalencia:

LEYES DE EQUIVALENCIA

Abreviatura Nombre Equivalencia

1. (Iden) Identidad pAV=p
pVEFE=p

2. (Dom) Dominacién pVV=V
pANF=TF

3. (Idem) Idempotencia PAP=D
pVp=p

4.(DN) Doble Negaciéon —(-p) =p

Fanny Santamaria 11
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5. (Conm) Conmutativas PAG=qAp
pVg=qVp

6. (Aso) Asociativas pA(gAT)=(pAg) AT
pV(gVr)=@VgVr

7. (Dist) Distributivas pA(gVr)=(pAq) V(pAT)
pV(gAT)=(pVg A(pVr)

8. (LM) Leyes de Morgan “(pVq) =-pA—q

9. (Abs) Absorcién pA(gVp)=p
pV(gAp)=p
10. (Neg)  Negacion -pVp=V

11. (IM) Implicacién Material p — g¢=-pVq
12. (Cont) Contrarreciproca p—q=-q— p
13. (Bic)  Bicondicional p—qg=((p—q9AN(qg—Dp)

Estas leyes son validas si reemplazamos las proposiciones simples p y ¢ por féormulas generales ¢ y ¢. Eso
es lo que establece el teorema 1.3.1. Verifiquemos a continuacion las leyes de dominaciéon y una de las leyes

de Morgan.
p |V p | F
Leyes de dominacién V|V F
F |V F | F
plq |7p|q| PA2q | pPVyg
V| V| F |F F \Y%
Ley de Morgan VIF| F Vv F VvV .
FIV]|V]F F \% B
FIF|V ]|V v F [ |

Para determinar si un par de férmulas son equivalentes podemos seguir usando las tablas de verdad. Sin
embargo, éstas pueden involucrar demasiadas proposiciones simples que generarian una tabla de verdad muy
extensa por su nimero de valuaciones. Asi que usaremos la lista anterior de equivalencias para brindar otra
posibilidad, aprovechando las propiedades siguientes de la equivalencia.

Teorema 1.3.1.

i) Si¢ =1y =p entonces ¢ = p.
it) Si ¢ =1 y v =« entonces:

a) =¢ = b) bANY=v A«
c) VY= Va d¢—v=1—a
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1.3. EQUIVALENCIAS FElementos del Lenguaje Matemaético

Con este teorema podemos establecer las mismas equivalencias listadas antes usando férmulas en general.
Por ejemplo la ley conmutativa se escribiria asi:

Abreviatura Nombre Equivalencia
(Conm) Conmutativa @AY =9 A ¢
PV =9V

No es necesario reescribir todas las leyes. Sin embargo, serdn esas leyes generales las que usaremos en adelante.

A continuacién mostramos algunos ejemplos del uso de las reglas de equivalencia.

Ejemplo 1.3.3.

Probemos que =(—p — —¢q) = ¢ A —p sin usar la tabla de verdad. Las abreviaturas a la derecha indicarén la
ley que se uso en el reglén respectivo.

—(=p — —q) = =[=(=g) — ~(-p)] (Cont)
=-lg - p| (DN)
= —[~q V ] (IM)
= —(—g) A (LM)
=qA-p (DN)

Ejemplo 1.3.4.
Veamos que = (p A s)A(m —r)=(-pA-m)V (-pAr)V (-sA-m)V(asAr).

“(pAs)A(m—r)=(=pVos)A(m—r) (
(=pV=s)A(—mVr) (IM)
[p A (—m V)]V I][asA(—m V)] (
[ (

(p A=m) vV (=p APV [(2s A=m) V(2s AT)]

Ejemplo 1.3.5.

Probemos que (p — q) Ap — g = V sin usar la tabla de verdad. Las abreviaturas a la derecha indicarén la
ley que se us6 en el reglén respectivo.

(p—=a)Apl—=a=-[lp—a) ApIVa (IM)
—[(=pVa) AP Vg (IM)
=[~(=pVq)V-plVg (LM)
=[~(-pVglV(-pVyg) (Asoc)
=[~(=p) A =gl V (=pV q) (LM)
=[pA—qlV (=pVag) (DN)
=[pV ((pVg |A[~gV (pVa)] (Dist)
=[(pV-p)VaA[qV(=pVa) (Asoc)
=[VVgA[rgV(=pVq) (Neg)
=VA[=qV(=pVaq) (Dom)
=VA[=qV(gV-p) (Conm)
=VA[(=gVq)V-p] (Asoc)
=VA[VV—p] (Neg)
=VAV (Dom)
=V (Iden)
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1.3. EQUIVALENCIAS FElementos del Lenguaje Matemaético

Podemos inferir del teorema 1.3.1 parte i) que la primera férmula es equivalente a la ultima. Adem4s,
en todos lo reglones hemos usado cada una de las propiedades de la parte ii). En particular en el reglén
resaltado con colores hemos usado a),b) y ¢) de ese numeral del teorema, para aplicar la ley distributiva
general. Hemos resaltado con amarillo la formula que se distribuye en la conjuncién de las férmulas azules.

En el ejemplo anterior s6lo aparecen las 2 proposiciones simples p y ¢. Por lo tanto, es cierto que es mas
simple hacer la tabla de verdad. En el siguiente ejemplo hay 5 proposiciones simples p, g, 7, s y t, luego una
tabla de verdad tendria 32 valuaciones, y habria que completar 16 columnas.

Probaremos entonces la siguiente equivalencia:

Ejemplo 1.3.6. [(—pV —q) = (pAT) A (sVE)=(pPAgAS)V(DATrAS)V(PAGAL)V (DATAL)

[(=pV =q) = (pAT)A(sVE)=[=(-pV—q) V(PAT)]A(sVE)
=[(=pA-=g) V(AT A(sVE)
[

(A V(pAT)] A(sVi)

(

(

(
{leAg VpAr)] Astv{llpAgV(pAr)] Aty (Dist
{ (

(

(

(pA@AsIVIpAT)AsEV{I(pAGV (pAT)] ALY

(pAgAs)V(pATAs)VIpAQV (pAT) AL
(PAGAS)V(pPATAS)VIPAGATL)V (pATAL)]
(PAGAS)V(pATAS)V(DAgGAE)V (PATAL) (Asoc)

En todos los cursos de matematicas este uso de la equivalencia légica es una de las herramientas de
deduccién. La idea es usar alguna expresion equivalente a la enunciada en algin teorema, definicion o
demostracién para lograr lo que se desea. Emplearemos este recurso en la aplicacién y demostracion de
teoremas y para nuestro caso en la seccién de traduccion.

Ejercicios 1.3.1.

1. Complete la tabla de verdad que prueba cada la ley de equivalencia.

1. (Iden). 2. (Dom). 3. (Idem). 4. (DN). 5. (Conm).
6. (Aso). 7. (Dist). 8. (Dist). 9. (LM). 10. (Abs).
11. (Neg). 12. (Cont). 13. (Bic).
11. Reescriba las leyes de equivalencia usando féormulas generales «, 8 y 9.
1. a:‘a—bAC B:cvad d:tavbvc.
2. a:‘ce (zAy) B:xV(rAz) §:z—y.
3. a:‘(-u < (nAp) B:(=sVn)A-m §:gNp.
4. a:(-u e o)At B:muAvA -t 5t A
5. a:‘=(a— (bAe)) B:=((evd)A—e) §:=((c— ~d)Ve).

11. Halle alguna féormula equivalente para cada una de las siguientes tal que sdlo contenga los conectivos
- A, V.
L (mgN(p—q)—-p
2. ((d\/e)/\f) —g
3. (f = g)— (h—1)
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1.3. EQUIVALENCIAS

4. (zAhy)ANz)—a

5. (mz—aNnb)— (b—c)

6. (—pA(p—q)— q

7. =f = (h——g)

8. (miV —=h) — —g

9. p—@@—=r)]—=I[p—a9—@—r)
10. [(p—=@N(g—7)]—(@—T)
1. (a—d) — (f = g)

12. (z = 2) — (a — a)

13. (-p—=2zAq) < (aANb—a)

4. =p = [=(rVz)AgA (s At < a)]
15. ¢eVpe—[(rvVz—q) — (sANtAa)
16. [(rVz—yq) — (sAtAa)]—cVp

1v. Verifique si cada una de las siguientes equivalencias es cierta. Comience usando las equivalencias logicas
y el teorema 1.3.1. Si la equivalencia se cumple podra concluir todos los pasos como en los ejemplos

anteriores. Si la equivalencia no parece cierta use las tablas de verdad.

Lp—=(@—r]=pPrg—r)

2. ap—(g—p]=F

3. (p—q) = (~g—-p =V

4. (p—q9)=(@q—p

5. p—q¢)=(p— 9

6. {[p—q) —pl—p}=F

T p—=(@—=r]—=lp—=0—=@—=r]=@ANgAN-T)V gV -pVr

8. [p—=aAN(g—=r)]—=(p—r)=V

9. p—a) > p—prg =V

10. p—gNApP—r)=p—(qAT)

1. p—=q¢gVvp—r)=p—(qVr)

12. (p—=r)A(g—r)=(Vg —r

B.(p—=r)Vg—r)=@Aqg —r

4. a—=(b—c)=anb—c

15. (=pV —=q) = (pAT)=(@AGAT)V(PAGA=T)V (DA =g AT)
1.3.1. Formas Normales

FElementos del Lenguaje Matemaético

De acuerdo con las reglas de implicacién material y bicondicional, podemos escribir para toda férmula
otra equivalente que solo use los conectivos A,V y —. De eso se trataban los iltimos ejercicios de la seccién
anterior. Esto significa que podriamos trabajar en 16gica sélo con estos conectivos. Sin embargo, esta eleccién
haria mas dificil el estudio de la légica, asi que se trabaja con todos los conectivos para facilitar la lectura

y la escritura de los argumentos.

No obstante, para el lenguaje algoritmico en sistemas, la escritura con sélo esto tres conectivos facilila
programacién. Por esta razon y para practicar el manejo de las reglas de equivalencia, trabajaremos un poco

las formas normales.

Las formas normales de una férmula son otras férmulas equivalentes a ésta que son conjunciones o disyun-
ciones de términos. Esto siginifica que contamos basicamente con dos tipos de formas normales: conjuntiva
y disyuntiva. Nos detendremos entonces a dar las definiciones necesarias para las formas normales.
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1.3. EQUIVALENCIAS

Elementos del Lenguaje Matematico

Definicion 6.

Un término es una proposicion simple o la negacién de una proposiciéon simple.

Ejemplo 1.3.7.

p,—q,r, -r son ejemplos de términos. p V —r no es un término.

Definicion 7. Una clausula es un término o una disyuncién de términos. Una clausula dual es un término

0 una conjuncién de términos.

En el ejemplo a continuacion listaremos una serie de férmulas e indicaremos que tipo de clausula es.

Férmula Clausula
-p Si
rV-osVit Si
mA-—n No
pA(rV—t) No

Definicion 8.

Clausula Dual

Si
No
Si
No

# de Términos
1

W N W

Una forma normal conjuntiva (FNC) es una clausula o una conjuncién de clausulas. Una forma normal
disyuntiva (FND) es una clausula dual o una disyuncién de clausulas duales.

Haremos de nuevo una tabla de ejemplos e indicaremos si son formas normales conjutivas, disyuntivas y el

numero de clausulas y términos.

Ejemplo 1.3.8.

# | Formula FNC # Términos | FND # Términos
1) | —p Clausula 1: —=p 1 Clausula dual 1: —p 1
2) | rv-osVit Clausula 1: 7V -s V' ¢ 3 Clausula dual 1: r 1
Clausula dual 2: —s 1
Clausula dual 3: t 1
3) | mA-m Clausula 1: m 1 Clausula dual 1:m A —-n 2
Clausula 2: —-n 1
4) | pA(rV —t) Clausula 1: p 1 No
Clausula 2: rV -t 2
5 | (-=rAs)V(pA—gq) | No Clausula dual 1: =7 A s 2
Clausula dual 2:p A —¢ 2
# | Formula FNC # Términos | FND # Términos
6) | (-pVvrVvg AsAt | Clausula 1:=pVrVq 3 No
Clausula 2: s
Clausula 3: t 1
7| (gNAs)V(rv—t) No Clausula dual 1:g A s 2
Clausula dual 2:r 1
Clausula dual 3:—t 1

Para el primer ejemplo la tabla indica que se trata de una (FNC) con una clausula de un término, y que
también es una (FND) con una clausula dual de un término. Para el ejemplo 2 la tabla dice que es una
(FNC) de una clausula de tres términos y que también es una (FND) con tres clausulas duales de un término.
Para el ejemplo 7 la tabla indica que no es una (FNC), pero que si es una (FND) de tres clausulas duales:
la primera de dos términos y la otras de un término cada una. En cuanto a esta ultima debemos tener en
cuenta que la férmula (g A s) V (r V —t) también puede escribirse como (g A s) VrV —t, gracias a la propiedad

asociativa de la disyuncién

Fanny Santamaria
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1.3. EQUIVALENCIAS FElementos del Lenguaje Matemaético

Teorema 1.3.2.

Toda formula o es equivalente a una (FNC) y también a una (FND).
Dada una férmula a seguiremos los siguientes pasos para encontrar sus formas normales:

Paso 1:
Aplicar la reglas de bicondicional (Bic) e implicacién material (IM) a la férmula « obteniendo asi una
féormula o.

Paso 2:
Aplicar la reglas de doble negacién (DN), de Morgan (LM) a la férmula o obteniendo asi una férmula
a9.

Paso 3:
Aplicar la ley distributiva (Dist) a la férmula «gy obteniendo asi una férmula as.

Paso 4:
Es posible que sea necesario aplicar varias veces la distribucién, y que incluso se requieran otras reglas

como (Iden), (Idem),(LN).

El anterior es un esquema general del procedimiendo, pues el paso 4 puede incluir algunas otras reglas. Sin
embargo, los tres primeros pasos seran necesariamente aplicados.

Ejemplo 1.3.9.
Las férmulas resaltadas con amarillo corresponden a (FND) y la férmula resaltada con verde a -

(= APAg=T) = (p—=7r)=-[(pVOA(PAD V)V (V) (IM)
=-[(pVOA(pVogVr)V-opVr (LM)(Asoc)
= [PA~QV(PAGA-T)V-pVrT (LM)(DN)

(Asoc)
=[(pAgA-T)V(pA—g)V-pVr (Conm)
=(@AgA-T)VI(PA=G)V -pVrT] (Asoc)
=@EANgA-T)V[(PV-pVr)A(-gV-pVr) (Dist)
=(pAgA-T)VIVA(=gV-pVr) (Neg)(Dom)
= (pAgA-r)V(~gV-pVr) (Iden)
= (PVmaV PV A QY 2V SV I) A (SrV gV mp V) DI

(Asoc)

Ejercicios 1.3.2.

I. Halle las formas normales para las férmulas siguientes e indique cudntas clausulas o clausulas duales
tienen, y de cudntos terminos cada una.

(p—aq)

[b— (c — d)]

(eNg—f)

(=hV g) — (hAT)
GAFAR)YV (PN GA=K)V (LA—m An)

—[n — (g —n)]

A T o

(t—=q) = (g — 1)
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1.4. REGLAS DE INFERENCIA FElementos del Lenguaje Matemaético

8. (—p — —q)
9. ~{[(u — q) = u] — u}
10. (v—w)] = [(p—v) = (p— w)

11.
12.
13.
14. (a—=q)AN(a—T)
15. p— (mAt)
16. k— (IVvr)
17. (s—>r)A(t—1)
18. (pVgqg) —r

fAgA—-h)V-gV-fVh
(h = m)A(m —s)] — (h—s)
s—q)—(s—sNq)

[p—
(
[
(

1.4. Reglas de inferencia

La inferencia es herramienta y objetivo en el quehacer matematico, asi que en cualquier curso su presencia
es evidente. Las reglas de inferencia son implicaciones que a su vez son tautologias. Por lo tanto se usan
para inferir en las argumentaciones, en particular las matematicas o demostraciones.

Ejemplo 1.4.1.
PAG—Dp

Lo que llamamos reglas de inferencia es sélo una lista de implicaciones tautolégicas que son suficientes
para hacer inferencia en esta légica clasica. Sin embargo, las reglas de inferencia no se presentan en la forma
usual de las implicaciones. Frecuentemente se presentan en una forma mas versatil, la de los argumentos.

Definicion 9.

Un argumento es una implicacién de la forma (¢1 A g2 A ¢3... A ¢p,) — 3 presentada en la forma

$1
b2
¢3

Pn

Las férmulas ¢1, ¢o, @3, ..., ¢, son las premisas del argumento y la férmula 3 es la conclusién. El simbolo .-
significa ‘por lo tanto’ y el argumento se lee: ‘si ¢1 y ¢2 y ... ¢, se cumplen, por lo tanto se debe cumplir 3.

El argumento se llama vélido si la implicacién que representa es tautoldgica. De lo contrario es invalido o
no valido.

Recordemos que una implicacion es verdadera cuando su premisa es falsa o cuando su premisa es ver-
dadera y la conclusién también es verdadera. En términos del argumento, ésto significa que el argumento
es valido cuando al ser todas las premisas verdaderas la conclusién es también verdadera, o cuando las
premisas forman un conjunto de formulas no consistentes. Es decir, cuando sea necesario hacer la prueba,
si las premisas son inconsistentes sabremos que el argumento es valido y si no lo son entonces debemos
suponerlas verdaderas y llegar a que la conclusién es verdadera. Listaremos entonces las reglas de inferen-
cia que por ser implicaciones tautoldogicas corresponden a argumentos validos. A la derecha aparecen las
implicaciones tautolégicas correspondientes.
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FElementos del Lenguaje Matemaético

Abreviatura

(Simp)

(Conj)

(Adic)

(MP)

(MT)

(Abs)

(Dil)

Nombre

Simplificacién

Conjuncién

Adicién

Modus Ponens

Modus Tollens

Absorcién

Dilema

Regla Implicacion Tautolégica
PAg PANGg—D
oD
p PANGg—DNg
q
S.pAQq
p p—pVgq
S.pVyg
p—q [((p—q)Ap]—q
p
" q
p—yq [((p—a) A—q] — —p
-q
" p
p—q p—a)—P@—pNq)
S.p—=DPAgQ

=N —s) (=N —=s)A(PVr)]—(qVs)

pVvr

.qVs

Fanny Santamaria
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FElementos del Lenguaje Matemaético

(SH)

(Res)

(Ded)

Silogismo Hipotético

Silogismo Disyuntivo

Resolucién

Deduccién

p—q

q—r

Sp—T
pVaq
-p

pVq
-pVr

S.qVvr
pP—4q

pPAg—T

Sp—=T

(p—=aN(@—1)]—®—T)

[(pVa)A=p]—q

(V@A (—pVr)]—(qgVr)

(p—=a)ANpPAg—T1)]—(p—7)

Para probar que cada una de las reglas de inferencia corresponde a una implicacién tautolégica, basta con
usar uno de los métodos para determinar equivalencias. Por ejemplo mostraremos la regla de Deduccién:

(p — @) A

(pAhg—r1)]—

(p—r)=-[(pVaA(=(pAg VT)]V(pVr) (IM)
=-[(pVOA(=pV—ogVT)V-pVr (LM)(Asoc)
=[(pA-q)V(pAgA-T)]VpVr (LM)(DN)

(Asoc)
=[(pAgA-T)V(pA=g)]V-pVr (Conm)
=(@ANghn-r)VIpA-gQVpVr] (Asoc)
=(@AgA-T)VI[(pV-pVr)A(=gV-pVr) (Dist)
= (pAgA-T) V[V A (=g V pV )] (Neg)(Dom)
=(pPAgA-T)V(~gV-pVrT) (Iden)
=(pV-oqgV-pVr)A(qV-gV-pVr)A(-rV-qV-pVr) (Dist)

(Asoc)
=VAVAV (Neg)(Dom)

(ASoc)
=V (Idem)

Dado que todas las reglas de inferencia se pueden probar por equivalencias, por el teorema 1.3.1 cada una
puede reescribirse con férmulas en general. Por ejemplo, si reescribimos la regla de la deduccién obtenemos:

Abreviatura Nombre Regla Implicacion Tautolégica
(Ded) Deduccién ¢ — 1 (¢ =) A (pAY =] = (6 =)
PAY —
SO =y
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Lo mas importante de las reglas de inferencia es su uso para la demostracién de otros argumentos mas
complejos. Asi que reescribirlas para formulas es un ejercicio para quien quiera hacerlo.

Observacion 1.

A diferencia de las reglas de equivalencia que se pueden aplicar a subformulas, las reglas de inferencia se
aplican a una formula completa no a sus subformulas. Veamos un ejemplo:

Regla de equivalencia: (IM) Regla de inferencia: (MP)
=g Ar=(pVgAr (p—aAr

b

‘" q

La regla de la izquierda estd correctamente aplicada, pero la de la derecha es incorrecta, puesto que la formula
no es una implicacion con antecedente p.

Ejercicios 1.4.1.

I. Reescriba las reglas de inferencia usando las férmulas ¢, ¥, x y 6.

11. Reescriba las reglas de inferencia obtenidas en el numeral anterior usando las férmulas ¢ : ‘a — b, :
‘eNad, x e fly 6 tag.

1. Las siguientes son inferencias incorrectas, indique cual es el error:

Regla de inferencia: (SD) Regla de inferencia: (Simp)
1. (pANgq) — (tVs) 2. (aNb) —c
-

Regla de inferencia: (Adic)
t—(tVs)
gV (sNt)

gVh

Regla de inferencia: (Conj)
(anb) Ve

d—e

cANd

1.4.1. Argumentos validos
El siguiente teorema nos permite usar las reglas de inferencia para probar la validez de otros argumentos.

Teorema 1.4.1. Si los siguientes argumentos son vdlidos

¢ ¢
y B

- 8
B
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Entonces el siguiente argumento también es vdlido

¢

" B

Si observamos un poco, los dos primeros argumentos validos corresponden a que las implicaciones ¢ — (3
y ¢ A B — (1 son tautologias. Asi que aplicando la regla de inferencia (Ded) se infiere que ¢ — (31 es una
tautologia. Mas generalmente, si el argumento tiene varias premisas ¢1, ¢2, ¢3, ..., ¢, y conclusion (3, entonces
al nombrar la conjuncién de las premisas ¢ : ‘¢1 A g2 A @3... A ¢, por el teorema 1.4.1 obtenemos que:

P1 ®1 ®1
P2 P2 b2
y =
- 6 -
e

Lo anterior nos permitird hacer el siguiente tipo de prueba.

Ejemplo 1.4.2.

Veamos que el argumento que aparece a continuacién es valido

Argumento Enumeracion Regla

-pAq 1. - pAgq

r—0p 2.r—p

-r— s 3. r—s

s—t 4.8 =t/ .t

t 5. —p 1.(Simpl)

6. —r 5,2(MT)
7.5 6,3(MP)
8.t 7,4(MP)

La enumeracién y la lista de reglas que aparece a la derecha conforman la prueba de validez. Los numerales del
1 al 4 corresponden a las premisas, es decir es lo que supondremos cierto. En el reglén 4 aparece la conclusién
/ .. t, se escribe pero no se supone cierta, pues es lo que requiere prueba. Al escribir ‘5. —=p  1.(Simpl)’
estamos escribiendo de forma abreviada que el argumento

pAq

©—p

es valido segun la regla de Simplificacién. También es posible usar una equivalencia siempre que sea necesario.
Finalmente, lo que garantiza que de las 4 premisas originales se infiere la conclusién del reglon 8 es el teorema
1.4.1.

Veamos otro ejemplo.
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Ejemplo 1.4.3.

lL.p—gq

2. p—r

3.r—s/..0q—s

4. —p—s 2,3(SH)
5.8 — = 4(Cont)
6. s —p 5(DN)
7.-8 —q 6,1(SH)
8. =g — ——s 7(Cont)
9. 7q—s 8(DN)

El argumento es el que se lista en los 3 primeros reglones, la conclusién se distingue por los simbolos / ."..
En la prueba hemos usado también equivalencias en los reglones 5,6,8 y 9.

En los siguientes ejemplos las premisas forman un conjunto de férmulas inconsistentes. En este caso
cualquier conclusién puede ser inferida, usando las reglas de Adicién (Adic) y Silogismo disyuntivo (SD).

Argumento 1 Argumento 2 Argumento 3

l.p—r l.p—r lp—r

2. p—gq 2. p—gq 2. p—yq

3.q—s 3.q—s 3.q—s

4. =(-r —s)/ .5 4. =(-r—3s)/ .. a 4. ~(-r—s)/. .a—b

5. (=1 Vs) 4(IM) 5. (=1 Vs) 4(IM) 5. (=1 Vs) 4(IM)

6. =(rVs) 5(DN) 6. =(rVs) 5(DN) 6. =(rVs) 5(DN)

7.1 A-s 6(LM) 7.1 A s 6(LM) 7.1 A s 6(LM)

8. —r 7(Simp) 8. —r 7(Simp) 8. —r 7(Simp)

9. —p 8,1(MT) 9.-p 8,1(MT) 9.-p 8,1(MT)

10. —s 7(Simp) 10. —s 7(Simp) 10. —s 7(Simp)
(Conm) (Conm) (Conm)

11. ~q 10,3(MT) 11. ~q 10,3(MT) 11. ~q 10,3(MT)

12. =—p 11,2(MT) 12, =p 11,2(MT) 12. ——p 11,2(MT)

13. p 12(DN)  13.p 12(DN)  13.p 12(DN)

14.pVs 13(Adic) 14.pVa 13(Adic) 14.pV (a —b) 13(Adic)

15. 5 14,9(SD)  15.a 14,9(SD) 15.a —b 14,9(SD)

Lo primero que debemos observar es que las premisas de los tres argumentos son iguales y lo que los distingue
es las 3 conclusiones diferentes: s,a y a — b. En segundo lugar observamos que el conjunto de esas premisas
es inconsistente. Lo tercero es que las pruebas son idénticas hasta el reglén 14. Y lo més importante, es
que en el reglén 9 obtenemos la proposicién —p y en el regléon 13 p. Esto dltimo indica de nuevo que las
premisas son inconsistentes y que por lo tanto cualquier férmula puede ser la conclusién. En otras palabras,
sin importar cual sea la conclusion el argumento es valido. Esto es porque siempre que la premisa sea falsa
la implicacién es verdadera.
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Observacion 2.

Si un argumento es vdlido siempre serd posible hacer su demostracion. Reciprocamente, si se logra una

demostracion de un argumento es porque el argumento es valido.

Ejercicios 1.4.2.

I. Pruebe la validez de los siguientes argumentos:

1. aVe 2. U—7r 3. r—s
-d (rAs)— (pVt) r— s
c—d qg— (uNs) r
b—c —t -
a—b q .m
4. [yANz—a] AN[yANb— c] 5. a— —b JV(=jAk)
(bvz)Ay =(c A —a) j—1
aVe c.c— b (NG g
7 c—r 8. (cAm)—d 9. (oNtAS)—m
(cAr)—p d—wv r— —m
(c—p)— —s v—a tAT
sVe -a ONS
.e S.m — e LU
10 p—q AN(pVr) 11. (¢ = w) A (x — w) 12. (p—s)A(s—q)
(r—s)A(rvp —(—z Ac) (q—r)N(r—m)
-m
qVs LW (ms A—=m) — o
0—p
" q
13. (dveyNf)—g 14. f—-g 15. z—2z)— (a—a)
(f —=9) = (h—1i) ~f = (h— ) (@a—a) —(z2—2
- (a—a)
d—1
.‘_‘h
16. p—q 17. p<—q 18. r—aVb
r—s T s c—=bvd
—b
SpAT —qgAS SODAT = qgANS
. (ma A =d) — (=r A-e)
Fanny Santamaria 24



1.4. REGLAS DE INFERENCIA FElementos del Lenguaje Matemaético

1.4.2. Argumentos invalidos

Como un argumento representa una implicacién, sabemos que no sera vélido si la implicacién no es una
tautologia. Esto significa que debe existir una valuacion para la que la implicacién sea falsa. Entonces probar
que un argumento es invalido consiste en encontrar una valuacién tal que la premisa de la implicacién sea
verdadera y la conclusiéon falsa.

b1
b2

& (P1 NP2 A d3... N py) —
bn

Esto significa que para que la premisa de la implicacion sea verdadera todas las premisas del argumento
deben serlo. Y finalmente que la conclusién sea falsa.

El proceso es mas sencillo si empezamos por la conclusién. Ilustraremos el proceso con la ayuda de un
ejemplo. Veamos que el siguiente argumento es invélido.

p—r

P —4q

q—3S

S =S

Paso 1:Listamos todas las proposiciones simples del argumento.

pPlqgq)|Tr|s

Paso 2:Observamos qué valuacion hace falsa la conclusién y anotamos los valores de verdad en la
tabla. En el caso del ejemplo cuando r es verdadera y s es falsa.

plalr |s
V| F

Paso 3:Dada la valuacién de las proposiciones simples de la conclusion, observamos qué valuaciones
de las otras proposiciones simples hacen las premisas verdaderas. Para el ejemplo, si s es falsa, para
que la premisa g — s sea verdadera ¢ debe ser falsa.

plg|r |s
F|VI|F

Si q es falsa para que la premisa —p — ¢ sea verdadera —p debe ser falsa, es decir p debe ser verdadera.

plqgqlr |s
VIF|V|F

Como p y r son verdaderas se tiene que la premisa p — r es verdadera.

Paso 4: Se revisa que la valuacién encontrada haga efectivamente a las premisas verdaderas y la
conclusién falsa.
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Observacion 3. Si hemos encontrado una valuacion para un argumento tal que las premisas sean ver-
daderas y la conclusion falsa, el argumento es invdlido y no habrd manera de hacer una prueba de validez.
Reciprocamente, si logramos una prueba de validez de un argumento, no serd posible hallar una valuacion
tal.

Ejercicios 1.4.3.

I. Demuestre la invalidez de los siguientes argumentos:

1. b—w 2. (iANs)— (cNa) 3. (e = v)A(j— —r)
g— s (sA—i) —e (me AN—j) — (e N h)
(=bA—g) — (cAp) e—a -

—~w 1— S h
p
C.a S.c— )
c— g
4. (xAy)Az)—a 5. a— (bAc) 6. kE— (IAm)
(z—a)— (b—c) b— (dAe) (Il —mn)V -k
(@—d)—(f=9) o—(pV-m)
Sx a— (b— ~f) (—pVaq)A—q
f — (g —e (rV-p)V
e Sk—r

7. d— (eVf) 8. (cAm)—d 9. (oANtASs)—m
g— (hVi) d—wv r— —m
—e — (1 Vj) v—a tAr
(i — g) A (=h — —g) 0
- S.m— e

)
s.d— (g Vi)
10. (dhenf)—yg 11. f—g 12. (p—s)A(s—q)
(f =9) = (h—1) —f = (h— —g) (g —=r)A(r—m)
(=i V =h) — =g (ms A=m) — o
Sod—i - 0—p
- Sh
" q

1.5. Traduccién

1.5.1. Traduccién de Enunciados

Las teorias matemadticas usan la légica como transfondo de su presentacién, mas se enuncian en pal-
abras para hacer amable su lectura. En esta seccién traduciremos al lenguaje légico algunos enunciados
matematicos.
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Comencemos por reconocer las diferentes formas de la implicacion y el bicondicional. La férmula p — ¢
suele aparecer escrita de las formas siguientes:

1. Si p entonces ¢ 12. ¢ dado que p

2.Sip, q 13. Dado p, se tiene ¢
3.q,sip 14. p implica ¢

4. g, cuando p 15. ¢ se deduce de p

5. Cuando p, ¢q 16. p solo si ¢

6. g, siempre que p 17. Solo p si g

7. Siempre que p, q 18. p es suficiente para g
8. ¢ se infiere de p 19. g es necesaria para p
9. De p se infiere ¢ 20. p es condicién suficiente para ¢
10. p luego q 20. g porque p

11.p. Asi g 21.Como p, concluimos ¢

La férmula p < ¢ suele aparecer escrita de las formas siguientes:

. psiysolosiq 8. p implica g, y reciprocamente
. Solamente p es ¢ 9. p implica ¢, y viceversa

. Solamente p, ¢q

1
2
3
4. p es necesario y suficiente para ¢
5. p equivale a ¢

6. p es lo mismo que ¢

7

. p significa ¢

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.5.1.

Enunciado: Para las igualdades sen’z = % y sen’r =1 — cos

1 — cos?zx.

2 d 1—620523: —_

T es necesaria la igualda

Si nombramos las proposiciones como se indica a la izquierda, el enunciado anterior se traduce como aparece
a la derecha.

Nombramiento: Traduccion:
. 9 1— cos2zx,
p:isen‘x = ———
2
q:‘senza::l—cos%’ pAqg—T
1 — cos2x
T ‘f =1 — cos®z’

Ejemplo 1.5.2.

Enunciado: Dado que 2 x 17 = 34, tenemos que 34 es par.

Nombramiento: Traduccion:
p:2x17=234
q: ‘34 es par’ p—q
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Ejemplo 1.5.3.

Enunciado: Para los ntimeros reales 27148 y 718%0 eg necesaria una de las siguientes condiciones:

971548 _ 71850
271548 — 71850
971548 < 71850

Nombramiento: Traduccién:

p: 27518 es un ntimero real’

q : “71%%s un nimero real’

Q7048 < 71850 pAqg— (rVsVit)

g 4271548 — 718507

t: 4271548 > 71850a

Ejercicios 1.5.1.

I. Traduzca los siguientes enunciados.

© 0N WD

— =
_ O

12.

1.5.2.

Tenemos que 2'°82721°82¢ — ¢ porque 29827 = 7 y 21082¢ — ¢,

Que la funcién logaritmo natural sea inyectiva y que Inz = Iny es condicién suficiente para x = y.
Como 3In7 = In73, concluimos In 7 divide a In 7.

Si 2°7 = 2927 y In 2™ = 1n 227, como In 2°" = erIn 2, inferimos que erIn2 = 1n 227

3> H% porque v/2 < e y la funcién f(z) = ﬁ es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 3].
Que 17 sea un ntimero primo equivale a que s6lo 1 y 17 son divisores de 17 y que 17 > 1.

[1,5] C [0,10] significa que 0 < 1y 5 < 10.

Que 5 sea mayor que cero es condicién suficiente para que 5 sea un nimero positivo.
S6lo7T=4y7—4=4—-4si7=0.

La funcién tangente es una funcién creciente. Asi, como e < 7, tane < tan.

. Como la funcién coseno tiene un rango entre —1 y 1 entonces la funcién coseno por 2 tiene un rango

entre —2 y 2.

—1 no pertence al dominio de la funcién raiz cuadrada, puesto que /—1 no es un ntmero real.

Traduccién de Teoremas

Aunque las demostraciones de teoremas en matemadticas incluyen razonamientos y enunciados légicos,
rara vez éstos aparecen escritos en el lenguaje formal de las secciones anteriores. Las demostraciones son
argumentos cuyas premisas forman dos conjuntos: las que aparecen en el enunciado y otras que son axiomas
u otros teoremas ya enunciados en la teoria, o mostrados dentro de la misma demostracién. La conclusion
de la demostracion es el enunciado del teorema. Es decir en una demostracion se logran las premisas del
argumento valido que prueba el enunciado del teorema. En general, una demostracién tiene el siguiente
esquema;

Teorema: o1
¢ ®2
Demostracion: &

P15 92, s Pnp Pn
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La desmostracién es correcta si el argumento de la derecha es un argumento valido. En sintesis, la de-
mostracién de un teorema consiste en plantear un argumento vélido, cuyas premisas se prueban o se saben
ciertas y cuya conclusion es el enuciado del teorema. Cuando se hace una demostracion, no suele hacerse la
prueba de validez del argumento valido que se planted, pues el matematico sabe que por ‘Légica’ se infiere la
conclusién. Lo que haremos en esta seccién es extraer de demostraciones hechas dicho argumento y probar
lo que no se acostumbra probar, la validez de éste.

Los teoremas y demostraciones que enuciaremos incluyen definiciones rigurosas. No debemos preocuparnos
por estas definiciones. Como lo hemos mencionado antes, a este nivel la logica no se involucra con los
significados. Lo que haremos es identificar y traducir argumentos y equivalencias.

Ejemplo 1.5.4. En este ejemplo enunciamos un teorema y indicamos las premisas que logra la demostracién.
Teorema 1.5.1. \@ no es racional.
Demostracion.

V/2 es racional

Si V/2 es racional, entonces es un racional irreducible.

Si v/2 es racional, entonces es un racional reducible.

Luego el argumento asociado al teorema y su demostracién es:

V2 es racional
Si v/2 es racional, entonces es un racional irreducible.

Si v/2 es un racional, entonces es un racional reducible

.2 no es racional.

La primera premisa se supone (demostracién por contradiccién), la segunda es un resultado de los racionales
y la dltima se demuestra dentro de la misma demostracion.

En el caso especifico del ejemplo anterior, la tercera premisa requiere una demostracién y esta de-
mostracién requiere primero probar que si un entero al cuadrado es par, entonces el entero mismo es par. Es
por esto que los teoremas se escriben en palabras dentro de un contexto en el que estas tienen una definicion
matematica precisa. Adicionalmente, en estos contextos son bastante conocidos otros teoremas que suelen
ser muy utiles a la hora de desarrollar la demostracion. Ejemplo de estas palabras: funcién, relacién, con-
tinuidad, derivabilidad, inyectiva, biyectiva, par, impar, reducible, racional, divisible, primo, etc.

Como nuestro interés es la estructura logica de los enunciados y demostraciones matematicas, nos lim-
itaremos a hacer una traduccion légica de estos argumentos. Esta lectura es muy practica y se desentiende
de los significados y la creatividad matematica, pero nos permite seguir y aplicar los resultados mateméticos
sin imbuirnos demasiado en las teorias de la matemaética.

Hagamos la traduccion del ejemplo anterior.

Nombramiento:
p: V2 es racional’
q: V2 es reducible’

Fanny Santamaria 29



1.5. TRADUCCION FElementos del Lenguaje Matemaético

Traduccién: Prueba de validez:

p Lp

p—q 2p——q

p—q 3p—q/. . p
4.—q 1,2(MP)

TP 5.q 1,3(MP)

6.gV —p 5(Adic)
7.-p 6,4(SD)

A la derecha aparece la prueba de validez del argumento de la demostracién, la cual es muy sencilla.

La esencia real de una demostracién matematica es determinar cuales son las premisas adecuadas, probar
que son ciertas y elegir el argumento logico (método de demostracién) que permitira la prueba. De nuevo,
ésto nos deja ver que en la demostracion de un teorema se entrelazan varias argumentaciones légicas; por
eso es mejor su escritura en palabras. Por lo tanto, lejos de podernos eximir del razonamiento 1égico estamos
comprometidos a adiestrarnos en su manejo.

Como ya mencionamos, en esta seccion solo nos involucraremos con la estructura légica de las argumenta-
ciones matematicas y realizaremos sus pruebas de validez. Los métodos de demostracion seran el tema del
capitulo 3.

Los siguientes teoremas aparecen con su demostracién. El ejercicio es traducir el argumento que yace en
la prueba.

Ejemplo 1.5.5.
Teorema 1.5.2. Si 343° divide a 2744°% y 274458 divide a 74088%, entonces 343° divide a 74088%°.

Demostracion.

Tenemos que 343°(2744°332768) = 274458 y 2744°8(27°874088%) = 74088%; esto significa respectivamente
que 343° divide a 2744%8 y que 274458 divide a 74088%. De estas igualdades se infiere la igualdad:

3435[(2744°332768) (27°874088%)] = 74088%,

y esto se tiene solo si 343° divide a 74088, L]
Nombramiento: Traduccion:
p: ‘343° divide a 2744°%’ rAs
q : ‘274458 divide a 740885 rep
m : ‘343% divide a 74088%’ 5 q
7 ;43437 (27447332768) = 2744°% SAT —t
51 2744%8(2758740882) = 7408850’ t—m

t: ‘343°[(27445332768)(27°8740882)] = 74088%
SpANg—m

La prueba de validez de este argumento usa basicamente (SH), (Adic) y (Bic), y la dejaremos como ejercicio.

Ejemplo 1.5.6.
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Teorema 1.5.3. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) 7 es irracional.
2) 3w+ 2 es irracional.

3) m/2 es irracional.

Demostracion.
1) = 2) Si 37w + 2 fuera racional, entonces existirian a, b nimeros enteros tales que 3w + 2 = a/b. Pero ésto

implica que ™ = “gb%. Asi, de ésto tltimo se deduce que 7 es racional.

2) = 3) Si suponemos que 7/2 es racional, entonces existen c,d nimeros enteros tales que 7/2 = ¢/d. De
ésto se deduce que 37 + 2 = %. Finalmente, de ésto ultimo se deduce que 37 + 2 es racional.

3) = 1) Al suponer que 7 es racional, podemos inferir que existen e, f nimeros enteros tales que ™ = e/ f.

Luego 7/2 = % Y dada la ultima igualdad tenemos /2 es racional. O
Nombramiento: Traduccién:
m : ‘w es irracional ’ -n —q
n : ‘3w + 2 es irracional’ qg—s
o0 : ‘m/2 es irracional’ s — m
p : ‘Existen e, f nimeros enteros tales que m = e/ f’ -0 — T
q : ‘Existen a, b nimeros enteros tales que 37 + 2 = a/V’ r—t
r : ‘Existen ¢, d nimeros enteros tales que 7/2 = ¢/d’ t—

. , a—2b,
s : ‘Existen a,b nimeros enteros tales que m = % -m —p
. , 6c + 2d
t : ‘Existen ¢, d nimeros enteros tales que 37 + 2 = 1 ’ pP—u
u : ‘Existen e, f nimeros enteros tales que 7/2 = e/2f’ U — =0

S(men)A(neo)A(m <o)

Sabemos que las primeras tres afirmaciones son proposiciones. Si leemos la demds afirmaciones vemos que
también podemos decidir si son verdaderas o falsas a pesar de que tienen variables. Estas son proposiciones
donde las variables estan cuantificadas. Estudiaremos este tipo de proposiciones en el siguiente capitulo.
Ejemplo 1.5.7.

Teorema 1.5.4. 0-3=0
Demostracion. Sabemos que es cierto que 0+0 =0y (040)-3 =0-3+0-3, leyes modulativa y distributiva

de la suma y el producto. Entonces podemos concluir que 0-3 = (0+0) -3 = 0-3+ 0 -3, es decir
0-3=0-3+0-3. Ademds, sabemos que 0-3 —0-3 = 0 y que de esta igualdad junto con la anterior se

inflere 0-3—-0:-3=0-34+0-3—-0-3, es decir que 0 =0-3 O
Nombramiento: Traduccién:
p:04+0=0 pAq
q:040)-3=0-3+0-3 PAGg— s
r:0-3—-0-3=0’ r
s:0:3=0-3+0-3 rAs—t
t:0=0-3
.t
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Ejemplo 1.5.8.

Teorema 1.5.5. Como 2 # 0 y 7 irracional, entonces 3% es irracional.
1 Yy ) 1
Demostracion.
. . . b
Solo 3™ es racional si existen a,b enteros tales que % = 2. Pero como 2 # 0 entonces 7 = X0 = 42 Perg
1 ) 1 b 1 3/4 — 3b
finalmente esto implicaria que 7 es racional y sabemos que 7 es irracional. Luego ?ﬁf es irracional. O
Nombramiento: Traduccion:
p: ‘m es racional’ r—s
3
A 9
g7 #0 q
¢ 3 : 9
T es racional qNs—t
Tt , 3 ,
s : ‘Existen a, b nimeros enteros tales que 7= t—p
T , 4a,
t : ‘Existen a,b nimeros enteros tales que m = m —p
—

Ejercicios 1.5.2.

I. Pruebe la validez del argumento en el ejemplo 1.5.2.
11. Pruebe la validez del argumento en el ejemplo 1.5.3.
111. Pruebe la validez del argumento en el ejemplo 1.5.4.
1v. Pruebe la validez del argumento en el ejemplo 1.5.5.
v. Traduzca las demostraciones de los teoremas siguientes y realice la prueba de validez respectiva.
1.

Teorema 1.5.6. In71% = 1001In 7.

Demostracion.

Por definicién de logaritmo sabemos que 7 = 7. De ésto inferimos que 7!% = (el™)100 por

otro lado tenemos que (e™™)100 = 107 (hropiedad de la potenciacién). Lo anterior es condicién
suficiente para obtener la igualdad 719 = e!00n7 Gj aplicamos logaritmo natural a ambos lados
de la igualdad inferimos In7'% = Ine!®™7 De nuevo por definicién de logaritmo tenemos que
In(e!%m™) = 1001In 7. De éstas dos tiltimas igualdades finalmente deducimos que In7!% = 1001In 7.
Por lo tanto es cierta la afirmacién del teorema. O

Teorema 1.5.7. In27r =In2 +Inw.

Demostracion.
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Tenemos las siguientes igualdades:

(1) eln2tnm _ gln2 plnm (propiedades de la potenciacién)
(2) en? =2 (las funciones exponencial y logaritmo son inversas)
(3) e =1
(4) M2 = or
De (2) y (3) se infiere que €2 - €™ = 27. Esta tltima igualdad junto con la igualdad (1) se

cumplen solo si ™2™ — 27 Ahora, esta igualdad y la igualdad (4) implican que e 2+In™ — gln2m,
Pero del hecho de que la funcién exponencial es inyectiva y que e?+n7™ — 27 g6 infieren que
In27 =1n2 + Inx. Por lo tanto es cierta la afirmacién del teorema.

O

Teorema 1.5.8. In5- 1 = —In5.

Demostracion.

Sabemos que se cumplen las siguientes igualdades:

(1)6_ In5 — (eln5)—1 (2) eln5 =5 (3) eln5’1 — 5—1
(4)In(e~%) = —In5 (5) (™) =In57"

La primera es una propiedad de la potenciacion y las demas se derivan del hecho de que las funciones
logaritmo y exponencial son funciones inversas la una de la otra. De la igualdad (2) inferimos:

(6) (em%)~1 =51
Pero solo (1) y (6) si:
(7) e % =571
Y si (7) y (3) se cumplen entonces:
(8) e~ In5 _ Jn57!

aplicando logaritmo natural a ambos lados de la igualdad:

9) In(e™11%) = ln(eln571)

Finalmente para (4), (5) y (9), es necesaria In5~! = —In5. Por lo tanto es cierta la afirmacién del

teorema. [
4.

Teorema 1.5.9. [1,3] ¢ [2,5].

Demostracion.

Que [1,3] C [2,5] sea verdad es lo mismo que 2 < 1y 3 < 5 sean ciertas. Y aunque 3 < 5, sabemos

que 2 > 1y que ésto equivale a 2 £ 1. Asf [1,3] C [2,5] no puede ser cierta.

L]

o.
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Teorema 1.5.10. El producto de dos de los tres niumeros siguientes debe ser mayor o igual a cero:
Q72145 _ (543000 106225 _ 94500 13034127

Demostracion.

Nombremos los nimeros de la siguiente manera:
o — 872145 _ (43000 b — 106225 — 94500 ¢ — —13034124

Sabemos que ¢ es un nimero negativo. Ahora, si revisamos las posibilidades tenemos:
1) a y b son positivos.
2) a positivo y b negativo.
3) a negativo y b positivo.
4) a 'y b negativos.

Para el caso a), sabemos que el producto de dos enteros positivos es positivo, entonces ab es positivo.
Para el caso b), sabemos que el producto de dos enteros negativos es positivo, entonces be es positivo.
Para el caso c), sabemos que el producto de dos enteros negativos es positivo, entonces ac es positivo.
Para el caso d), sabemos que el producto de dos enteros negativos es positivo, entonces ab es positivo .

Sabemos que un nimero sea positivo significa que es mayor o igual a cero. Por lo tanto, queda
probado el enunciado. O
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Capitulo 2

Calculo de predicados

En el cédlculo de predicados desarrollamos el mismo trabajo de equivalencias e inferencia del calculo
proposicional, con la diferencia de que aqui podremos ‘contextualizar’ las afirmaciones. Por supuesto, en
logica la palabra contexto tiene una definicién rigurosa y por lo tanto restringida respecto a lo que esto
significa en espanol. Sin embargo, los predicados logran mayor expresividad y aplicabilidad que las proposi-
ciones.

Podemos darnos una idea de estas ventajas en la seccién de traducciéon. Con los predicados podremos
traducir la mayoria de los teoremas que conocemos del calculo, junto con sus demostraciones.

2.1. Predicados

Definicion 10.

Un predicado es una afirmacién acerca de una o varias variables que representan elementos de uno o varios
conjuntos. Dichos conjuntos conforman el universo de discurso del predicado.

Usaremos las letras minusculas u, v, w, z,y, z... para las variables a las que se refieren los predicados, y las
letras mayusculas P, @, R, S... para nombrarlos.

Un predicado que involucre una variable se llama predicado unario, para dos variables binario, para tres
ternario, etc.

Observacién 4.

Si un predicado tiene mas de una variable entonces el universo de discurso estd conformado por mas de un
conjunto. Es decir, para un predicado P(x1,xa,...,xy,), escribiremos el universo de discurso Uy x U X ..Uy,
si xy € U, x9 € Us, ...z, € Uy,. La manera mas pratica de expresarlo es (x1,22,...,Ty) € Uy X Uy X ...Uy.
Ejemplo 2.1.1.

Consideremos las siguientes expresiones:

’

‘r <y ‘f es una funcién continua’ Br+2y =6

‘n es impar’ ‘2 >3 ‘ut+v=w

Escritas como aparecen arriba no son predicados, puesto que una expresion como ‘x < ¥’ no tiene sentido si
no conocemos que tipo de objetos representan estas variables. No obstante, en este caso particular el simbolo
< nos refiere a los conjuntos de nimeros en los cuales se usa para representar el orden de éstos.

Escribimos a continuacién los predicados de forma rigurosa junto con su aridad y el universo de discur-
so diferenciado para cada una de sus variables:
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Predicado Variables Universo de discurso Aridad
P(z,y) :‘x <y’ (x,9) R xR Binario
C(f,z) :f es una funcién continua en z’ (f,z) Funciones realesxR Binario
S(z,y) : 3x+2y =6 (x,y) RxR Binario
Q(n) : ‘n es impar’ n N Unario
R(z):‘2>3 z Z Unario
M(u,v,w) :‘u+v=uw (u, v, w) QxQxQ Ternario

N es el conjunto de los nimeros naturales, Z el de los enteros, QQ el de los racionales y R el de los reales.

Como vimos en el ejemplo, puede suceder también que un predicado con varias variables tenga un uni-
verso de discurso conformado por diferentes conjuntos. Por ejemplo: B(z,y, f) : ‘(x,y) € f’ tiene como
universo de discurso a (R X Rx Funciones reales). El predicado es ternario. Dos de sus tres variables x,y
son numeros reales y la tercera variable f es una funcién real.

Observacion 5. La palabra formula también se refiere a los predicados.

Un predicado no es una proposicién, dado que es una afirmacién acerca de la cual no podemos decidir si es
verdadera o falsa. Claramente, ésto es consecuencia de que una variable representa a un elemento cualquiera
del universo de discurso y por lo tanto no sabemos exactamente acerca de ‘quien’ se esta haciendo la
afirmacion. Sin embargo, los predicados son conocidos también como funciones proposicionales. Esto debido
a que si reemplazamos las variables por elementos del universo de discurso obtenemos proposiciones.
Ejemplo 2.1.2.

Veamos como el siguiente predicado puede verse como una funcién proposicional.

R(z): ‘2>3 z€Z

R: 7 — Proposiciones
1—R(1):1>3

2 L R(2):2>3
3— R(3):3>3
4 R@):4>3

Claramente R(1), R(2), R(3) y R(4) son proposiciones, pues sabemos que R(1), R(2), R(3) son afirmaciones
falsas y R(4) es verdadera.

Inferimos de lo anterior que los predicados son una forma de escritura logica mas general que las proposi-
ciones, y que por lo tanto tendremos en éstos mayor expresividad.

Podemos mediante los conectivos construir predicados nuevos o compuestos a partir de predicados conocidos.
La siguiente definicon nos indica cémo.

Definicién 11. A partir de predicados P(x1, 2, ...,x,) v Q(z1, Z2, ..., Ty) con sus respectivos universos de
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discurso Uy, Us, ..., U, podemos construir los predicados:

Q(l‘l, Ly eeey :L‘n)

Q(x1,x2, ... xy)

—P(x1,72,...,Ty) P(x1,x9,...;xy)
P(x1,x9,...;xn) V Q(x1, T2, ..., Tp) P(x1,x9,...;xy)
P(x1,x9,...;xn) N Q(x1, T2, ..., Tp)

11

Los nuevos predicados no sélo contienen mas informacion sino también probablemente més variables. Lo
que significa que la aridad de los predicados compuestos puede ser mayor. También es posible que la aridad
se conserve, lo que no sucederd es que la aridad disminuya. Ilustraremos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3.

Para los predicados P(z) : ‘3 < 2’, Q(z) : ‘2 < 5y S(x,y,2) : ‘3x + 2y = 52’ con universo de discurso Z,
podemos construir:

(1) P2)ANQ(z) :‘“(3<2) A (2 <b)

(2) P(z) — S(z,y,2) : “{(3< 2) = (Bx + 2y = 5z)’

Como P y @ son predicados con la misma variable, entonces al unirlos en (1) por medio de una conjuncién,
obtenemos un predicado con la misma aridad de éstos. En el predicado (2) la aridad es tres, debido a que
hay tres diferentes variables en los predicados P y S.

2.1.1. Conjunto de verdad

Definicion 12. El conjunto de verdad de un predicado es el conformado por los elementos del universo de
discurso para los que es cierto el predicado. Para un predicado P notaremos su conjunto de verdad con Vp.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.4.

# Predicado Variables Universo de discurso Conjunto de verdad
U

1. Pl@):a?—z—-12=0 T R Vp = {4, -3}

2. M(z):3<ax<T x R Vi = (3,7]

3. N(z):'1<3z+4<16 x R Vv = (—1,4]

4. O(x):‘bx? +3x > 322 +2’ x R Vo = (o0, —2]U[1/2,00)

5. Q(x): ‘x es par’ T {1,3,5,7} Vo=10

6. K(x): ‘z es primo’ x {13,11,17} Vi = {13,11,17}

Justifiquemos las respuestas del ejemplo anterior.
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Justificacion

P(4):42—-4-12=0"y P(-3): (=3)? — (—3) — 12 = 0’ son verdaderas. El conjunto de vedad
en este caso estd formado por las soluciones reales de la ecuacién 22 — x — 12 = 0. Un polinomio
de grado dos tiene a lo méas dos ceros.

Los tnicos reales que cumplen las desigualdades planteadas 3 < x < 7 son los que pertenecen al
intervalo (3,7]. Aqui el conjunto solucién es el intervalo solucién de la desigualdad 3 < x < 7.

. Si seguimos el procedimiento obtenemos el intervalo correspondiente al conjunto de verdad:

1<3z+4<16
—3<3r <12
—-1l<z<4

. Si seguimos un procedimiento como el anterior obtenemos 222 + 3z — 2 > 0 y al factorizar la expresién

(2x — 1)(z +2) > 0. Luego el siguiente cementerio nos da el intervalo correspondiente al conjunto de
verdad:

_ _ +
(2x-1)
24 Y2y
(x+2)
L2 12y
(2x-1)(x+2)
-2 1/2

. Ningtin elemento del conjunto {1, 3,5, 7} es par luego el conjunto de verdad es vacio, lo cual se simboliza

con @

. Todos los elementos de U cumplen la condicién de ser niimeros primos; por tanto en este caso el

conjunto de verdad es igual al universo.
Observacién 6.

En todos los casos el conjunto de verdad estd contenido en | universo; en algunos casos estos dos
conjuntos son iguales.

Ejercicios 2.1.1.

Halle los conjuntos de verdad para los predicados y senale su relacion con el universo:

1.

2.

P(z) : ‘@ es par’. Universo de discurso: N.

x) : ‘x es impar’. Universo de discurso: N

(
. R(z) : ‘z es primo’. Universo de discurso: N

. S(x) : ‘@ es par’. Universo de discurso: Z.

) : ‘z es impar’. Universo de discurso: Z
x) : ‘x es primo’. Universo de discurso: Z

x,y) : ‘zy < 0’. Universo de discurso: Z x Z.
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) : ‘x es multiplo de 3’. Universo de discurso: Z
x) : ‘z es multiplo de 3’. Universo de discurso: R
10. A(z) : ‘z es divisor de 32’. Universo de discurso: N
11. B(z) : ‘x es divisor de 32’. Universo de discurso: Z
12. C(x) : ‘x es divisor de 53’. Universo de discurso: N
13. D(x):‘z? + x+ 1 = 0. Universo de discurso: R

14. M(x): ‘3 <4z —5 < 13’. Universo de discurso: R

15. N(x):‘3 <4z —5 < 13’. Universo de discurso: Q

16. P(x): ‘3 <4z —5 < 13’. Universo de discurso: Z
17. Q(z) : ‘3 < 4x — 5 < 13°. Universo de discurso: N
18. E(x) : ‘(2x 4+ 1)(x — 2) = 0’. Universo de discurso: R
19. F(x):‘(2x 4+ 1)(x — 2) = 0’. Universo de discurso: N
20. G(z) : ‘(2z+ 1)(z — 2) = 0. Universo de discurso: Z
21. F(z):‘(2x+ 1)(z —2) = 0. Universo de discurso: Q

22. W(z,y) : ‘vy < 0. Universo de discurso: R x Z.

23. X(z,y) : ‘zy < 0. Universo de discurso: R x R.

2.2. Cuantificadores

Hemos visto ya que de los predicados podemos obtener proposiciones reemplazando la variable por e-
lementos del universo de discurso. Estas son afirmaciones acerca de elementos especificos del conjunto. No
obstante, éstas no son las tnicas proposiciones que se obtienen de los predicados. Si a un predicado le
aplicamos la cuantificacién de alguna de sus variables, logramos una nueva afirmacién general sobre los ele-
mentos de su universo de discurso. Este tipo de afirmaciones generales se refiere a los elementos en conjunto,
no a elementos como individuos. Es decir, las proposiciones que se obtienen reemplazando las variables por
elementos del universo de discurso se refieren individualmente a dichos elementos, en contraste al cuantificar
una variable nos estamos refiriendo a los elementos que esta variable representa sumergidos en su contexto.

En este capitulo serd necesario nombrar los elementos del universo de discurso de forma general (vari-
able) y de forma particular (constante). Asi las ultimas letras del alfabeto en mintscula ...z, y, z se usaran
para referirnos a elementos cualesquiera del universo de discurso, es decir serdan variables. Las primeras
letras del alfabeto en mintscula a, b, ¢, d, ..., en cambio representaran elementos especificos del universo de
discurso, es decir constantes.

Definicién 13. Existen dos cuantificadores en la légica clasica: Universal (V) y existencial (3). Las expre-
siones obtenidas por un predicado y la cuantificacion de una de sus variables son conocidas como féormulas
cuantificadas. En esta seccién trabajaremos con predicados unarios. En las secciones siguientes retomaremos
los de aridad mayor.

Para un predicado P(x) con universo de discurso U las férmulas que se obtienen al cuantificar su variable
T son:
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Universal

La cuantificacién universal de la variable z en el predicado P(x) se escribe VxP(x), y afirma que ‘Para todo
elemento x de U, se cumple P(z)’. La férmula resultante es una proposicién, puesto que podemos decidir si
es verdadera o falsa siguiendo el razonamiento de la tabla siguiente.

Si al reemplazar la variable x por cada e-
VzP(z) | V | lemento de U obtenemos una proposicién
verdadera.

Si existe un elemento a de U para el cual
la proposicién P(a) es falsa.

F

También encontraremos otras lecturas de la cuantificaciéon universal ‘Vx’: ‘Para todo z’, ‘Para cada x’, ‘Para
cualquier z’.

Existencial

La cuantificacion existencial de la variable x en el predicado P(x) se escribe dxP(x), y afirma que ‘existe un
elemento a de U para el cual se cumple P(a)’. De nuevo obtenemos una proposicién cuyo valor de verdad
se explica en la tabla a continuacién.

Si existe un elemento a de U para el cual
la proposicién P(a) es verdadera.

Si al reemplazar la variable x por cada e-
F | lemento de U obtenemos una proposicién
falsa.

JxP(x) | V

También encontraremos otras lecturas de la cuantificacién existencial ‘dx’: ‘Existe z’, ‘Algun z’, ‘Al menos
9
un x’.

Para decidir si una férmula cuantificada es verdadera o falsa debemos encontrar un ejemplo o contrae-
jemplo en algunos casos, o hacer una demostracién en otros. En la siguiente tabla especificaremos esta
situacion. Aclaramos que cuando decimos contraejemplo nos referimos a un ejemplo que contradice la afir-
macioén universal. Es decir, si queremos probar que una férmula cuantificada universalmente es falsa, es
necesario encontrar al menos un elemento del universo para el cual el predicado es falso; ese elemento sirve
ejemplo que contradice la férmula universal.

VxP(xz) | V | Demostracién
F | Contraejemplo
JxP(x) | V Ejemplo
F | Demostracion

En general hallar un ejemplo o un contraejemplo es sencillo; se trata solo de hallar un elemento que cumpla
lo que queremos. De otro lado, el ejercicio de demostrar es sencillo si el nimero de elementos del universo es
manejable, pues en un conjunto con finitos elementos se podria hacer una verificacién elemento por elemento.
Sin embargo, cuando hay demasiados elementos (infinitos elementos o cantidad finita inmanejable), plantear
la demostraciéon e incluso en algunos casos, encontrar el ejemplo no es sencillo.

Observacion 7.

Dada 3xP(x) verdadera. Si a es el elemento de U para el que se cumple que P(a) es verdadera, decimos que
a sirve de testigo para la formula 3z P(x).

En el siguiente ejemplo el universo de discurso solo tiene cinco elementos. Asi que decidiremos la veracidad
o falsedad de las férmulas y completaremos la justificacién de estas.

Ejemplo 2.2.1.
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Considere en cada caso que el universo de discurso es U = {4,5,6,7,8}.

1
2

n(n es par)

vn(
Vy(y < 9)
3z

3

w

2 [(# es primo) — (z + 2 es primo )]

)
)
)
4) Im|[(m —9)(m+ 1) = 0]

Ahora justificaremos la veracidad o falsedad de las proposiciones.

f Valor Tipo de prueba Prueba

1) F Contraejemplo La proposicién (5 es par) es falsa. (Aqui hemos usado n = 5).
2) Vv Demostracion Las proposiciones (4 <9),(5<9),(6 <9),

(7<9)y (8<9) son verdaderas. (Aqui y =4,5,6,7,8).
3) V Ejemplo La proposicién

(5 es primo) — (5 + 2 es primo). .
es verdadera. (Aqui z = 5).

4) F Demostracion Las proposiciones
[(4=9)(4+1)=0L[(6-9)(B+1)=0],
[(6—9)(6+1)=0],[(T—9)(7T+1)=0]

y [(8=9)(84+1) =0], son falsas. (Aqui m =4,5,6,7,8)

Observacion 8. Podriamos usar también z = 4 y asi la proposicion (4 es primo) — (4 + 2 es primo )
resulta verdadera dado que la premisa de esta implicacion, (4 es primo) es falsa.

A continuacién desarrollaremos ejemplos en donde el universo de discurso es infinito. Algunas justifica-
ciones no seran completas, pues necesitaremos una demostracion como las que trabajaremos en el capitulo
3. En estos casos enunciaremos una justificacién breve no rigurosa.

Ejemplo 2.2.2.

El universo de discurso es el conjunto de los ntimeros reales R

1) Va(z? > 0) 2) Vy(y? — 3 > 0) 3) Ve[(x > 1) — (x + 1> 1)]

z 3 1
LA 3 1 T+ —1=
4) 3z <22 1 10> 5) Jy <y2 1> > 6) Jx(z” +x 0)
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Los valores de verdad con sus justificaciones:

f Valor Tipo de prueba  Prueba o justificacién

1) Vv Demostracién Todo ntimero elevado al cuadrado es positivo o cero.
2) F Contraejemplo La proposicién (0% — 3 > 0) es falsa. (Aqui y = 0).
3) v Demostraciéon Six > 1 entonces x + 1 > 2, y como

2 > 1 concluimos que x + 1 > 1.

3 3
4) Vv Ejemplo La proposicién <32+1 = 10) es verdadera. (Aqui z = 3).
5) F Demostracion Todo nuimero elevado al cuadrado es positivo, y al sumarle 1

obtenemos un nimero mayor que 1. Por lo tanto,
al dividir a 1 por un nimero tal, necesariamente

el resultado es menor o igual que 1.

2
-1 5 -1 5
6) %4 Ejemplo La propossicién <—g\[) + (ﬂ) -1 =0

145

es verdadera. (Aqui z = 5 ).

En estos ejemplos las unicas pruebas rigurosas son las que corresponden a ejemplos, es decir las de los
numerales 2),4) y 6). Para las que requieren una demostracién hemos enunciado la idea principal de ésta.
Sin embargo, para este tipo de proposiciones sencillas enunciar solo la idea principal es aceptado como
prueba.

Debemos también observar que para probar la proposicién Vz[(x > 1) — (z+1 > 1)] que es una implicacién,
hemos supuesto que la premisa (x > 1) es verdadera. Pero como se trata de una férmula universal, deberfa
incluirse el caso en que la premisa es falsa es decir ((z < 1); sin embargo en estas condiciones es claro que
la implicacion resulta verdadera. Es por eso que solo se hace la prueba para el caso en que la premisa es
verdadera.

Observacion 9.

Rara vez enunciamos el tipo de prueba: una demostracion o un ejemplo. Lo hacemos en esta seccion ya que
es el tema que estamos tratando, pero por lo general nosotros lo omitiremos y en los libros de Matemdticas
stempre se omite.

Observacion 10. Si un predicado posee varias variables y todas estan cuantificadas, la formula resultante
es una proposicion.

Ejercicios 2.2.1.

Determine cudles de las siguientes férmulas cuantificadas son verdaderas y cudles falsas. En ambos casos
enuncie una prueba.

1. Universo de discurso: los nimeros naturales N = {0, 1,2, 3,4, ...}.

1) Ya(n > 0) 2) In(n > 0) 3) Vn(n < 0)

4)3n(n < 0) 5)Valn+3=T)A(n+5=1)] 6)\Vn[(n+3=T7)V(n+5=1)
T)Wm(m —5 > 0) I[n+3=7)A(n+5=1)] 9I[(n+5=7)V(n+5=1)]
10)3In(n?+2n+1=0) 11)In@2n*4+n—1=0) 12)3n(3n? +3n — 1 =0)
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11. Universo de discurso: los nimeros enteros Z = {..., —3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...}
1) ¥n(n > 0) 2) In(n > 0) 3) Vn(n <0)
4)3In(n <0) 5) Vn[(bn+3=T7)A(n+5=1)] 6)Vn[(n+3=7)V(n+5=1)]
7)Vm(m —5 > 0) 8)In[(bn+3=T)A(n+5=1)] 9)In[(n+5=T7)V(n+5=1)]
10)3n(n*+2n+1=0) 11)In(2n*+n —1=0) 12)3n(3n* 4+ 3n — 1 = 0)

11, Universo de discurso: los niimeros racionales Q = {7 : a,b € Z y b # 0},

1) Vn(n > 0) 2) In(n > 0) 3) Vn(n < 0)
4)3n(n < 0) 5)Valn+3=T)A(n+5=1)] 6)\Vn[(n+3=T7)V(n+5=1)
7)Vm(m —5 > 0) 8)In[(n+3=7)A(n+5=1)] NIn[(n+5=7)V(n+5=1)]
10)In(n?+2n+1=0) 11)3In2n*+n—1=0) 12)3n(3n? +3n — 1 =0)

1v. Universo de discurso: los niimeros reales R = QU (Irracionales).

1) Vz[(z > 0) — (2% > )] 2) 3z[(z > 0) — (2% > z)) 3) V(2% > 0)
4)3z(z? > 0) 5) Jy(y? +y+1=0) 6)3z(2% =7)
Wa(r <1 —2%<1) 8)WVa(r <1 — 2% <1)

2.2.1. Ambito, variables libres y ligadas

Usando los conectivos y los cuantificadores podemos construir nuevas proposiciones y nuevos predicados
a partir de las formulas cuantificdas, las proposiciones y los predicados de aridad arbitraria.

Ejemplo 2.2.3.

De los siguientes predicados con universo de discurso U:
1) P(z) 2) Q(x) 3) R(x,y) 4) 5(z)

usando conectivos y cuantificadores podemos construir las férmulas cuantificadas:

5) 3z P(z) 6) 3zQ(z)
7) VzR(x,y) 8) VzS5(z)
9)P(x) A Q(x) 10) JyR(z,y)

y repitiendo el proceso obtenemos:
11) Yz P(x) A FzQ(x) 12) VzS(z) V P(x)

13) Jz[P(z) A Q(z) 14) 3z P(x) A JzQ(x) — R(x,y)
15) dxP(x) A JyR(x,y)
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5),6),7),8) y 10) se obtienen de 1),2),3) y 4) usando cuantificadores. 9) se obtiene de 1) y 2) usando
la conjuncién. De éstas solo 5),6) y 8) son proposiciones. 7),9) y 10) conservan variables no cuantificadas.
En 7) la variable y sigue sin cuantificar, en 10) la variable x sigue sin cuantificar y en 9) no aparecen
cuantificadores para la variable z. Esto significa que 7),9) y 10) siguen siendo predicados, puesto que estas
variables siguen representando elementos cualesquiera del universo de discurso. Similarmente, las férmulas
del niimero 11) al 15) se obtienen de las férmulas del 1) al 10).

Definicion 14. Las variables sin cuantificar en una férmula se llaman variables libres y las que han sido
cuantificadas se llaman ligadas o acotadas.

En el ejemplo 2.2.3, formula 7)VzR(x,y), y es variable libre mientras que x es variable ligada. En la
féormula 15)3xP(x) A JyR(z,y) la variable y es ligada y la variable z es libre y ligada simultdneamente. Se
observa que el cuantificador Jx solo cuantifica a x en la férmula P(x) y no en la férmula R(x,y). Se dice
entonces que el dmbito o alcance de la cuantificacién Jz es P(x), mientras que el &mbito de la cuantificacién
Jy es R(x,y).

Definicion 15.
El ambito o alcance de una cuantificacion es la férmula sobre la cual actta el cuantificador.

Ejemplo 2.2.4.

En la siguiente tabla listamos algunas férmulas del ejemplo 2.2.3 junto con los &mbitos de sus cuantificadores,
y sus variables libres y ligadas.

Férmula V. libres V. Ligadas Cuantificacién Ambito
J2P(x) - T Jz P(z)
VazR(z,y) y x vz R(z,y)
VP () A 3zQ(x) - x Va P(z)

Jz Q(x)
Vz8(2) V P(x) x 2 Vz S(z)
Fz[P(z) A Q(x)] - x Jz [P(z) A Q)]

Observacion 11.

Si todas las variables de una formula son ligadas entonces es proposicion; por otra parte si alguna variable
es libre, la formula es un predicado mds mo es proposicion.

Ejercicios 2.2.2.

1. Determine cémo se usaron los conectivos y cuantificadores para obtener las férmulas del nimero 11)
al 15) en el ejemplo 2.2.3.

2. Complete la tabla para las férmulas del 1) al 15) que no fueron explicadas.
3. Complete la tabla de las siguientes féormulas:

16) Vz[T'(z,y,2) — S(y)] A JzR(x,y, z) 17) V[T (z,y,2) — S(y) A R(z,y, 2)]
18) Jz[P(z) V Q(2)] 19) VzP(z) V Q(2)
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2.2.2. Cuantificadores anidados

Las férmulas con aridad mayor a uno no derivan en una proposicién cuando no se cuantifica todas sus
variables. Para obtener una proposiciéon tenemos dos posibilidades. La primera es reemplazar las variables
libres por elementos del universo de discurso. La segunda es cuantificar las variables que estan libres hasta
que todas queden ligadas. Cuando aplicamos la ultima opcién, la féormula inicial queda bajo el efecto de
varios cuantificadores, y esto es lo que llamamos cuantificacion anidada.

Ejemplo 2.2.5.

Si al predicado P(z,y) : ‘¢ < y’ con universo R aplicamos la cuantificacién 3z, obtenemos la férmula
Jz(z < y). A ésta no podemos asignarle un valor de verdad, puesto que y aparece libre y por lo tanto no es
proposicién. Sin embargo, si es un predicado con variable y; asi que si lo nombramos como Q(y) entonces
podemos cuantificar la variable y como sigue:

Predicado Q(y) : ‘x(x < y)’ Cuantificacién universal de y en Q(y) : YyQ(y)
Cuantificacién existencial de y en Q(y) : JyQ(y)

Si reescribimos las formulas tenemos:

Cuantificacién universal de y en Q(y) : Vy[Fz(x < y)]
Cuantificacion existencial de y en Q(y) : Jy[Fz(x < y)]

Los paréntesis cuadrados encierran el predicado Q(y), pero usualmente no se escriben. Asi, una presentacién
simplificada queda como sigue:

Cuantificacién universal de y en Q(y) : Vydz(x < y)
Cuantificacién existencial de y en Q(y) : Jydz(z < y)

Sin embargo, se debe entender que el &mbito del primer cuantificador a la izquierda de la férmula es Q(y)
es decir, Jz(z < y).

En esta seccién nos ocuparemos de la cuantificacién anidada de los predicados binarios. Para los predi-
cados de aridad mayor el ejercicio es analogo.

Definicion 16.

Para un predicado P(x,y) con universo de discurso U podemos construir las siguientes cuantificaciones
anidadas:

(1) VaVyP(z,y) (5) VyVzP(z,y)
(2) JzIyP(z,y) (6) JyFzP(z,y)
(3) VadyP(z,y) (7) IyVaP(z,y)
(4) FaVyP(z,y) (8) YyIxP(z,y).

Observacioén 12. Las férmulas (1) y (5) resultan equivalentes, asi como (2) y (6).

Estas férmulas son proposiciones, ya que todas sus variables son ligadas. Antes de aclarar el significado
de estas nuevas féormulas es necesario indicar el &mbito de sus cuantificadores.
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Foérmula Cuantificador externo Ambito Cuantificador interno Ambito
VaVyP(z,y) YV YyP(x,y) Yy P(z,y)
VyVaxP(x,y) Yy VaP(x,y) Va P(z,y)
JxIyP(z,y) Jz JyP(z,y) Jy P(z,y)
JyFzP(z,y) Jy JxP(x,y) A P(z,y)
VaIyP(x,y) Va JyP(x,y) Jy P(x,y)
YNz P(z,y) Jy VaP(x,y) YV P(x,y)
JxVyP(z,y) Jz YyP(x,y) Yy P(z,y)
Vy3zP(z,y) Yy JxP(x,y) dz P(z,y)

Ahora podemos enunciar lo que afirman estas frases:

* Las propoposiciones VoVyP(z,y) y VyVz P(z,y) afirman que para todo par de elementos x, y de U se cumple
P(z,y).

* Jx3yP(z,y) y JyIzP(z,y) afirman que existe una pareja de elementos x,y tales que P(z,y) se cumple.

* Vx3dyP(z,y) afirma que para cada elemento z de U podemos encontrar un elemento y de U para el cual
P(z,y) se cumple. Es importante notar que ese elemento y depende de cada x de U.

* JyVzP(z,y) afirma que existe un elemento y de U tal que para cualquier  que escojamos de U se cumple
P(z,y). La diferencia con la proposicién anterior es que el elemento y es un elemento particular de U que
no depende de la escogencia del elemento x de U.

Para decidir si una férmula con cuantificacion anidada es verdadera o falsa justificando dicha decisién,
nos referiremos a la siguiente tabla:

VaVyP(x,y) | V Demostracién

F Contraejemplo
JxIyP(z,y) | V Ejemplo

F Demostracion
JxVyP(z,y) | V Ejemplo y Demostracion

F | Demostracion y contraejemplo
VydxP(x,y) | V Demostracién y Ejemplo

F | Contraejemplo y Demostracién

El ejemplo a continuacién nos aclarard un poco esta tabla de cuantificacién anidada.
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Ejemplo 2.2.6.

Para el predicado P(z,y) : ‘c < y’ con universo de discurso N, haremos una traduccién de las férmulas y
luego listaremos los valores de verdad y la idea principal de la prueba.

Foérmula Traduccién
1)VaVy(z < y) Al elegir cualquier par de nimeros naturales = y y, resulta que x < y.
2)JzTy(x < y) Existe un par de nimeros = y y tales que z < y.
3)JxVy(x < y) Existe un nimero natural = tal que si lo comparamos cocualquier niimero

natural y resulta quezr < y.

HVydx(xz < y) Para cada niimero natural y existe un nimero natural x tal que z < y.

Férmula Valor Tipo de prueba Prueba o justificacién

1) F Contraejemplo Para x =5y y =2 la proposiciéon ‘b < 2’
es falsa.
2) \% Ejemplo Parax =3y y=7 la proposicién ‘3 < 7’
es verdadera.
3) F Demostracion y Si escogemos x = 0, sabemos que Vy(0 < y) es verdadera,
Contraejemplo si y # 0, pero es falsa si y = 0 puesto que‘0 < 0’ es falsa.

Si escogemos cualquier otro nimero natural x mayor que 0
Vy(z < y) falla nuevamente.
4) F Contraejemplo y ~ Para y = 0, la proposicién Jz(x < 0) es falsa, debido

Demostracion a que en N no hay nimeros menores a 0.

Ejercicios 2.2.3.

I. Para cada predicado binario P(zx,y) llene la siguiente tabla. En la tabla ‘U.D.’ significa universo de
discurso, y ‘V 6 F’ significa verdadero o falso.

Foérmula U V 6 F | Justificién

a). | VaVyP(z,y)

b) | JazIyP(z,y)

c) VaeIyP(x,y)

%@NZ%@NZ%@NZ'U
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2.2.3.
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Traduccion de formulas cuantificadas

Enumeraremos aqui las férmulas de algunas expresiones usadas con frecuencia en matematicas y cuya
traduccién podria generar confusion.

En las frases a continuacién, los simbolos % ,H y ¢, indican cualidades para elementos en un universo
de discurso U. Los nombramiemntos necesarios son:

5.

Nombramientos:

S(x):‘xes k. Z(x):‘ces .
Frase:
‘Todas las % son ¢’.
‘Algunas % son ¢’.

‘Las % y los l son ¢’.

Hay elementos de U que son %, pero también son W’.

Ningin % es W,

No hay un % que sea .

Veamos algunos ejemplos de estas traducciones.

B(z):‘zes .

Traduccién:
Va[S(z) — Z(z)]
32[S(x) A Z(x)]

va[S(z) v B(z) — Z(z)]
32[S(z) A B(z)]
~32[S(z) A B(z)]

—3x[S(x) A B(x)]
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Ejemplo 2.2.7.

El universo de discurso es el conjunto de los niimeros naturales N

Frase: ‘Los pares y los impares son mayores o iguales a cero’.

Nombramientos: P(z): ‘x es par’.
I(z) : ‘z es impar’.

M(z):‘z>0.
Traduccién: Ve[P(z)V I(z) — M(x)]
La dificultad de este problema radica en que la frase incluye un ‘...y..." que nos empuja a traducir la frase

con una conjuncién, de la siguiente manera:
Vz[P(x) A (x) — M(z)]
Pero si hacemos la lectura de esta frase obtendriamos:
‘Todo ntimero natural que es par e impar simultdneamente es mayor o igual a cero.’

Las dos frases son verdaderas pero no expresan la misma idea. En la frase original la expresién ‘Los pares y
impares son mayores o iguales a cero’ indica que ‘Tanto los niimeros pares, como los niimeros impares son
mayores o iguales a cero’. Es decir que si x es par entonces x > 0, pero también se cumple esta condicién
en el caso de que = es impar.

La segunda frase por su parte expresa que si un nimero x es par e impar simultdneamente, entonces ese
ndmero serda mayor o igual a cero. Sabemos que un ntimero asi no existe y eso es lo que hace la implicaciéon
verdadera.

Ejemplo 2.2.8.

El universo de discurso es el conjunto de la funciones reales ®.

Frase: ‘Algunas funciones son continuas, pero no son derivables’.

Nombramientos: C(f): ‘f es continua.’
D(f):‘f es derivable’.

Traduccion: 3fIC(f) A=D(f)]

En una frase en la que se listan las caracteristicas de posiblemente uno o mas elementos cuya existencia se esta
afirmando, cada una de esas caracteristicas se introduce en una conjunciéon. Dicha conjuncion expresara la
descripcién de tales elementos. Podriamos llegar a confundirnos con la traduccién:

fIC(f) = =D(f)]

Que corresponde a la frase:
‘Si existe una funcién real continua, ésta no es derivable.’

Esta ultima frase no esta afirmando la existencia de ningtin elemento particular, y al no hacerlo, no puede
estar describiendo. Por el contrario la frase original si lo hace.

Ejemplo 2.2.9.

El universo de discurso es el conjunto de la funciones reales ®.
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Frase: ‘Toda funcién derivable es continua’.

Nombramientos: C(f):‘f es continua.’
D(f) :‘f es derivable’.

Traduccion: VI[ID(f) — C(f)]

El conjunto de las funciones reales tiene funciones que no son continuas, asi que para concluir que una
funcién es continua debemos dar una condicién suficiente. En el caso del ejemplo esa condicion suficiente es
que la funcién sea derivable. Es posible que al confundirnos lleguemos a plantear como traduccion a:

VD) AC(S)]

Esta traduccién corresponde a la frase:
‘Todas las funciones son derivables y continuas.’

La frase original corresponde a un conocido resultado del calculo diferencial. Por el contrario, esta tltima
frase es falsa.

Observacién 13. La traduccion de una misma frase puede cambiar con el universo de discurso.

Ejemplo 2.2.10.
Para la frase a continuacién, veamos como cambia la traducciéon cuando pasamos del universo de discurso
de los nimeros irracionales al universo de los reales.

Frase: ‘Los mumeros irracionales tienen expresion decimal infinita no periédica .’

Nombramientos: D(x) : ‘z tiene expresién decimal infinita.’
P(x) : ‘x tiene expresién decimal periddica’.
I(x) : ‘z es un ndmero irracional’.

La traducién en el universo de discurso Q' es:
Vz[D(x) A =P(z)]
Y en el universo de discurso R es:
Vz[I(x) — D(z) A —P(x)]
Ejercicios 2.2.4.
1. Traduzca las siguientes frases y determine cual es verdadera y cual falsa. Use solo predicados unarios y
en lo posible prefiera las expresiones algebraicas a las frases.
‘Todo ntimero racional se puede expresar como una fraccién irreducible’. Universo de discurso: R.
‘Las funciones son relaciones’. Universo de discurso: Objetos matematicos.
‘Todo ntimero natural o bien es par, o es impar’.Universo de discurso: N.
‘No hay un numero racional cuyo denominador sea cero’.Universo de discurso: Q.
‘Los racionales y los irracionales son niimeros reales’.Universo de discurso: C = Complejos
‘Ningin nimero negativo tiene raiz cuadrada’.Universo de discurso: Z.
‘Cero es el médulo para la suma de niimeros reales’.Universo de discurso: R.

‘Uno es el médulo para el producto de los nimeros reales’. Universo de discurso: R.

© 00N o e W

‘Si a un numero natural le sumamos uno, el resultado es un nimero natural mayor’. Universo de
discurso: N.

10. ‘Un numero divisible por dos, es un ntimero par’. Universo de discurso: N.
11. ‘Los nimeros divisibles por 2 y por 3 son divisibles por 6’. Universo de discurso: Z.

12. ‘Un numero divisible por ocho es divisible por cuatro’. Universo de discurso: Z.
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2.2.4. Traduccion a formulas con cuantificadores anidados
Listaremos algunas frases comunes en matematica, cuya traduccién incluye cuantificadores anidados.

Nombramientos:

R(z,y) : ‘x se relaciona con 3’

Frase: Traduccién:
1. ‘Todo elemento se relaciona con algin otro’. VeIyR(x,y)
2. ‘Hay un elemento con quien todo elemento se relaciona’. yVzR(z,y)
3. ‘Hay un elemento que se relaciona con todos’. JaVyR(z,y)
4. ‘Ninguno se relaciona con todos los demas’. —JaVyR(z,y)
5. ‘Hay alguno con quien ninguno se relaciona’. JxVy—R(y, x)
6. ‘Hay alguno que se relaciona con ninguno’. J2Vy—R(z,y)

Las siguientes férmulas son usadas para plantear la unicidad de alguna propiedad. El simbolo % representa
una cualidad.

Nombramientos:
S(z) :‘zes k.
Frase: Traduccién:
1. ‘Existe un tnico elemento que es % . Fz{S(z) ANVyly # = — =S(y)]}
2. ‘Existen sélo dos % . JrIy{S(z) N S(y) Nx #yAVz[z #x Az #y— =S(2)]}

Para la primera frase hicimos la traduccién para la existencia tinica de un elemento; en la segunda la exis-
tencia tnica de dos elementos. Podemos continuar traduciendo las frases sobre unicidad para mas elementos,
pero se dejardn como ejercicios, dado que la ide es la misma.

En el siguiente capitulo veremos los resultados que nos permiten plantear las siguientes equivalencias, y
asi concluir que estas dos ultimas férmulas, tienen cuantificadores anidados.

F{S(x) AVyly # = — -S(y)l} = JaVy{S(@) A ly # = — -S|}
JxIy{S(z) NS(y) Nz #yAVz[z #x Az #y— 2S(2)]} = FxFyV{S(x) A S(y) Az # yA

[z #znz#y——5(2)]}

Ejercicios 2.2.5.

I. Traduzca las frases que aparecen a continuacién y diga si es verdadera o falsa. Utilice expresiones
algebraicas.

1. Para cada nimero natural hay otro mayor.

2. Existe un nimero natural tal que no hay otro que sea menor que éste.
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3. Para todo elemento del dominio existe un tinico elemento del codominio que es su imagen por medio
de una funcion.

Dado un par de ntimeros reales, éstos son iguales o uno es mayor que el otro.
El opuesto aditivo de todo ntimero entero es también entero.

Todo numero real diferente de cero tiene inverso multiplicativo.

Para toda funcién f, si los nimeros reales = < y se deduce que f(z) < f(y).

Si el producto de dos niimeros reales es cero, entonces uno de los dos debe ser cero.

R N A

Hay algunas funciones f para las que se cumple f(x) = f(—z) con x un nimero real cualquiera.
10. Existen funciones f tales que si f(x) = f(y) entonces x = y, para todo par de nimeros reales z,y.
11. Para todo par de ntimeros reales x,y tales que x < y se cumple que /z < /.

12. Algunos nimeros naturales son el duplo de otro.

13. Todos los ntimeros naturales son el duplo de otro.

14. Algunos nuimeros reales son el duplo de otro.

15. Cada numero real es el duplo de otro.

2.3. [Equivalencias

También son validas para férmulas completamente cuantificadas las equivalencias entre proposiciones
que estudiamos en el capitulo 1. En esta seccién indicaremos solo las equivalencias nuevas: las que permiten
manipular los cuantificadores.

Definicion 17.

A diferencia de las equivalencias de la seccién 1.5.3, solo dos de estas equivalencias tienen nombre. Para las
demas colocaremos un numero para poder referirlas mas adelante.

Como conocemos lo que significa una equivalencia entre proposiciones entonces las primeras reglas seran las
de férmulas totalmente cuantificadas. Luego listaremos las que involucran predicados y enunciaremos una
breve explicacion de lo que la equivalencia entre éstos significa.

Nombre Equivalencia
Proposiciones (1) VeP(z) =VzP(2)
JzP(x) = 32P(2)
(2) VaeP(x) ANVxR(x) = Va[P(z) A R(x)]

Leyes de Morgan —VzP(x) = 3z—P(x)
(LM) -3z P(x) = Vz—P(x)
Predicados (3) P(z) VVzR(x) =Vz[P(z) V R(x)

(4) P(z) vV 3dzR(x)

Definicion 18. La equivalencia entre predicados se verifica cuando al reemplazar las variables libres por
elementos cualesquiera del universo de discurso, siempre se obtiene una equivalencia de proposiciones.
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Observemos que las propiedades de equivalencia respecto a los cuantificadores que aparecen aqui involucran
sélo la conjuncidn, la disyuncion y la negacion. Estas propiedades no aplican a férmulas con conectivos
diferentes.

En las reglas (3) y (4) es muy importante observar que el predicado P(z) tiene una variable libre z diferente
a la variable x ligada por la cuantificacién.

Los siguientes pares de férmulas no son equivalentes, lo senalamos para tener presente este hecho:
(1) VaP(z) VVxR(z) # Vz[P(x) V R(z)]

(2) FzP(x) A JzR(x) # Jz[P(x) A R(x)]

(3) VaB(x,z) #VzB(z,2)

(4) JxB(x,z) # 32B(z, 2)

Ejemplo 2.3.1.

Para verificar la no equivalencia de las férmulas en (1) y en (2) basta considerar los predicados P(x) : ‘z es
par’ y R(z) : ‘z es impar’ en N. La no equivalencia en (3) y (4) se infiere de observar que la férmula de la
izquierda es un predicado y la de la derecha es una proposicion.

En el siguiente ejemplo transformamos dos férmulas mediante equivalencias. La primera deja la impresion
de que se puede manipular la cuantificacién con respecto a la implicacién; la otra desvirtua dicha impresion.

Ejemplo 2.3.2.

Apliquemos las reglas de equivalencia a la férmula Vz [F/(z) A P(x) — JyM (z,y)] hasta obtener una férmula
de cuantificadores anidados a la izquierda.

Ve | F(z) A P(z) HHyM(x,y)} = vz [ [F(2) A P(2)] vayM(x,y)} (IM)

= Va3y [S[F(z) A P(x)] vV M(z,y)] (3)
= Va3y [F(x) A P(z) — M(z,y)] (IM)

Hagamos lo andlogo con la férmula 3z [VyS(y) — T'(z, 2)]

dz [VyS(y) — T'(x, z)] = Jo [-VyS(y) vV T(x, 2)] (IM)
= dz[Fy—-S(y) VT (x, 2)] (LM)
= dzdy [-S(y) VT (x, 2)] (3)
= dzJy [S(y) — T(x, 2)] (LM)

En el caso de que el universo de discurso sea finito surge un par de equivalencias adicionales. Estas
evidencian el porqué las equivalencias de la negacién de féormulas cuantificadas también se llaman leyes de
Morgan.

Observacién 14.
Si una formula es una cuantificacion de un predicado P(x) con universo de discurso finito U = {aq, ag, as, ...an}
entonces se cumplen las siguientes equivalencias:

VaxP(z) = P(a1) A P(a2) A P(a3) ... A P(ay)

dxP(x) = P(a1) V P(a2) V P(ag) ...V P(ay)

Ejercicios 2.3.1.

I. Use las equivalencias para transformar, siempre que sea posible, las siguientes férmulas en otras con
cuantificaciones anidadas a la izquierda.
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JrR(z,y) — [32P(z,y) A VyQ(y)]
R(z,y) < VaT'(x) A 325(2)

Jz [VyS(y) — T(z, y)]

~VaR(z) A Q(2) < JyS(y)]
—VeP(z,z) — VeQ(z,u)

Vz3z(Ex N Az AVy(D(z,y) — Ey))
Jx(Ex N Az V —Vy(D(x,y) — Ey))
-3z [Vz2P(z) — R(z,y)]

-VyR(z,y) vV 32T (z, 2)]

Vo= [FyR(z,y) — S()]

© 00N e W

H
o

11. Diga porque los siguientes pares de férmulas:

i) «:VeP(x)VVzR(xz) yf:Vz[P(z)V R(x)
i) vy :‘JzP(x) AJzR(x) yd:‘Tx[P(x) A R(x)]

)

no son equivalentes. Es decir o Z By v # 6.

1. Diga porqué las equivalencias:
VaxP(z) = P(a1) A P(a2) A P(as) ... A P(ay)
JxP(xz) = P(a1) V P(a2) V P(ag) ...V P(ay)
son ciertas en un universo de discurso finito.

1v. Diga que relaciéon hay entre las leyes de Morgan de esta seccién con las de la seccién 1.5.3.

v. Aplique las leyes de Morgan a las ocho férmulas obtenidas de negar las cuantificaciones anidadas las
dos variables del predicado P(z,y).

(1)-VavyP(z,y) (5)~VyVzP(z,y)
(2)=J2IyP(z,y) (6)=JyIzP(z,y)
(3)-VaIyP(z,y) (7)=3yvaP(z,y)
(4)—3zVyP(z,y) (8)~VyIzP(z,y)

2.4. Reglas de inferencia

La reglas de inferencia de la seccion 1.4 aplican para férmulas mas generales como las que hemos constru-
ido en este capitulo. En esta seccion como en la anterior, listaremos unas pocas nuevas reglas y mostraremos
algunos ejemplos de su uso. No obstante, notaremos que el ejercicio de probar argumentos validos consiste
en conducir la prueba a una prueba de argumentos validos de proposiciones.

Particularizaciones:
Abreviatura Nombre Regla
(PU) Particularizacién Universal VzP(x)
.. P(x) para  cualquier elemento del
universo de discurso.
(PE) Particularizacién Existencial JxP(x)

.. P(a) para a un elemento especifco del

universo de discurso.
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Generalizaciones:
Abreviatura Nombre Regla
(GU) Generalizacién Universal P(zx) para x cualquier elemento del
universo de discurso.
o VzP(x)
(GE) Generalizacién Existencial P(a) para a un elemento especifco del

universo de discurso.

oo dzP(x)

En estas reglas de inferencia se pasa de la simbologia a las palabras. No obstante, en el contexto de una
prueba de validez cuando aplicamos estas leyes se entiende que si usamos una de las primeras letras del
alfabeto a, b, ¢, d, ..., entonces se trata de una constante en el universo de discurso y por lo tanto se relaciona
a la aplicacion de las leyes de particularizacién o generalizacién existencial. En el caso en que usemos las
dltimas letras del alfabeto ...,x,y, z, entonces se trata de variables en el universo y sabremos que hemos
aplicado particularizacion universal o que podemos aplicar generalizacion universal.

2.4.1. Argumentos Validos

En una prueba de validez que incluya férmulas cuantificadas lo primero que debemos hacer es aplicar
las leyes de particularizacion, luego las leyes de inferencia de las proposiciones y finalmente las leyes de
generalizacién. En estas pruebas abreviaremos la escritura de la reglas de generalizacién y particularizacion.
Veremos cémo en los ejemplos después de la siguiente observacién.

Observacion 15. Si hay premisas con cuantificacion existencial en el argumento, la ley de particularizacion
existencial debe ser la primera que apliquemos al hacer una prueba de validez, y la letra que se use debe ser
nueva en la prueba.

Ejemplo 2.4.1.

Argumento Prueba

Jz[C(z) N ~B(x)] 1.3z[C(z) A —B(z)]

Vz[C(z) — P(x)] 2.Vz[C(x) — P(z)]/ ... Jz[-~B(x) A P(x)]
3.C(a) AN =B(a) 1(PE)

. Jz[-B(x) A P(x)] 4.C(a) — P(a) 2(PU)
5.C(a) 3(Simp)
6.P(a) 5,4(MP)
7.-B(a) 3(Simp)
8.P(a) A —B(a) 6,7(Cony)
9.3z[P(z) A ~B(z)] 8(GE)

La primera ley que se aplica es (PFE) en el reglén 3, usamos la letra a para indicar que es el elemento
especifico del universo de discurso que verifica a la premisa 3z[C(z) A—B(z)]. En el reglén 4 aplicamos (PU)
y usamos la misma letra a, ésto porque la segunda premisa afirma que C'(xz) — P(x) se cumple para todo
elemento x del universo de discurso, en particular para el elemento especifico a. En los renglones 5,6, 7y 8 se
usan las leyes de equivalencia para proposiciones. En el reglén 8 se ha inferido que el predicado P(z)A—B(z)
se cumple para el elemento a, lo que significa que podemos obtener la conclusién del argumento con la ley
de generalizacién (GE).
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Ejemplo 2.4.2.

Argumento Prueba
Vz[D(x) — —E(x)] 1Vz[D(z) — —E(x)]
ValF(z) — E(2)] 24517 (s) ~ B - ¥lF) = D)
D(z) - ~E(z) 1(PU)
- ValF(z) = ~D(z)] Fle) - B() 2(PU)
E(x) — —-D(x) 3(Cont)(DN)
F(z) — -D(x) 5,4(SH)
7.Vx[F( ) — =D(z)] 6(GU)

La primera ley que se aplica es (PU) en el reglén 3 y usamos la variable x para indicar que se trata de
cualquier elemento del universo. En el reglén 4 aplicamos de nuevo (PU) y usamos la misma letra x ya que
se trata de otro cuantificador universal. En el reglén 6 inferimos F'(x) — —D(x) con ayuda de las leyes para
proposiciones. Como x es variable, se concluye lo que quremos con la ley de generalizacién (GU).

Para que aclaremos la razén por la cual la ley de particularizacién existencial debe aplicarse primero,
reescribiremos la prueba de vélidez del primer argumento del ejemplo anterior haciendo caso omiso de ésta
condicion.

Ejemplo 2.4.3.

Argumento Prueba
Jz[C(z) A —~B(z)] 1.3z[C(z) A = B(x)]
Vz[C(x) — P(z)] 2.Vz[C(x) — P(x)]/ .. Jz[-B(x) A P(x)]
3.C(x) — P(x) 2(PU)
o 3z[=B(z) A P(z)] 4.C(a) N —B(a) 1(PE)
5.7

Aplicamos en el reglén 3 la ley de (PU), asi que usamos la variable x para indicar P(z) se cumple para todo
elemento del universo de discurso. En el reglén 4 aplicamos (PFE), sin embargo no podemos usar la misma
letra x porque una férmula existencial se verifica con un elemento especifico del universo de discurso, no con
cualquiera. Luego usamos una letra diferente a tal y como lo refiere la observacién 15. En consecuencia la
prueba queda paralizada pues C(z) y C(a) son diferentes.

Cuando un argumento tiene mas de una premisa existencial, nos encontramos en una de las dos situa-
ciones siguientes: La primera es que el argumento no es vélido; la segunda es que una de las dos premisas
no serd usada en la prueba. Veamoslo en los ejemplos a continuacién.

Argumento
dz[D(z) A R(x)] 1.3z[D(x) A R(z)]
Jz[F(x) A R(x)] 2.3z[F(x) A R(z)]/ .. 3z[D(x) A F(x)]
3.D(a) A R(a) 1(PE)
o 3z[D(z) A F(x)] 4.F(b) A R(b) 2(PE)
5.D(a) 3(Simp)
6.F(b) 4(Simp)
7.D(a) A F(b) 5,6(Conj)
8.7
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En el reglén 3 al aplicar (PFE) usamos la constante a que serfa el elemento de U para el cual se cumple
D(a) A R(a). Cuando aplicamos (PE) en el reglén 4 debemos usar una constante que represente al elemento
de U que sirve de testigo para la férmula 3x[F(z) A R(x)]. Sin embargo, no tiene que ser el mismo elemento
de U que sirva de testigo para las dos férmulas existenciales. Luego, por rigor, debemos usar otra letra. Pero
ésto signifca de nuevo que la prueba queda paralizada pues para aplicar (GE) en el reglén 8 deberiamos tener
en el 7 la proposicién D(a) A F(a) o la proposicién D(b) A F(b), dado que estamos buscando un elemento
tal que verifique los dos predicados D y F'. En realidad este argumento es invalido. Pero si analizamos la

situacién, aunque el argumento fuera valido, no podriamos usar dos premisas existenciales.

Ejercicios 2.4.1.

1. Haga la prueba de validez de los siguientes argumentos.

1) Vz[P(z) — C(z)] 2) Vz[C(z) — V(z)] 3) Vz|G(z) — H(z)]
JzP(x) Jz[H (z) A C(x)] Val[l(x) — —H(x)]
o 32C(x) co3x[H(z) AV ()] s V[l (x) — -G(2)]
4) Jz[J(x) N K (x)] 5) Vz[C(x) — V()] 6) V[V (z) < H(z)]
Va[J(z) — L(x)] Jz[-V (z) A C(x)] Ve[V (z) — —S(x)]
oo 3x[L(z) A —K(2)) ooz M () S Vz[H(x) — =S ()]

7) ValA(z) — D(x)VV(z)] 8) Va[R(x) — D(x)VV(z)] 9) ValA(z)VS(z) — G(z)V V(z)

Vz[-D(z) V —P(x)] Vz[D(x) — —P(x)] Fz[S(z) A ~G(x)]

oo 3x[S(z) AV ()]

—3Jz[A(x) A P(z)] Vz[B(z) — G(z)] —Jz[D(x) A C(z)]
—Vz[A(x) — C(z)] —Vz[B(z) — A(z)] Jz[R(z) A C(z)]
Va[L(z) — A(z)]
=Vz[O(x) V P(z)] Jz[R(x) AV (z)]

13) Vz[-T(z) — P(x)] 14) Vz[N(z) — D(z)] 15) —3z[O(z) A =C(x)]
Va[F(z) — C(2)] Vz[L(z) — A(x)] —3Jz[A(z) A P(z)]
—Vz=[F(z) A —P(x)] —Vz[A(z) — C(x)]

o 32T (x) o =Vz[O(z) V P(z)]

Fanny Santamaria 57



2.4. REGLAS DE INFERENCIA FElementos del Lenguaje Matemaético

— D(x)]
Vz[L(x) — A(x)]

S Vz[N(z) V L(z) — D(z) V A(z)]

2.4.2. Argumentos invalidos

Cuando hacemos la prueba de un argumento valido, no nos preguntamos en que universo de discurso
éste es valido. Esto es porque cuando se completa una prueba de validez se ha probado el argumento para
todos los universos de discurso. Ahora cuando queremos probar que un argumento no es valido, lo primero
que tenemos que encontrar es un universo de discurso en el que podamos mostrar la invalidez del mismo.

A simple vista, este ejercicio no parece facil. Sin embargo, el método para encontrar el universo de dis-
curso es sencillo, siempre que éste sea finito.

Listaremos los pasos a seguir para encontrar el universo U en el que no se cumple, e iremos ilustrando
el método con un ejemplo.

Ejemplo 2.4.4.

El argumento a continuacién es invélido.

Jz[D(z) A R(x)]
Jz[F(z) A R(x)]

. Jz[D(z) A F(z)]

Comenzamos por revisar como es el argumento en un universo con un tnico elemento U = {a}. Si aplicamos
lo senalado en la observacién 14 entonces el argumento en este universo queda como sigue:

D(a) A R(a)
F(a) A R(a)

. D(a) N F(a)

Recordemos que al sustituir las variables por elementos del universo obtenemos proposiciones. Asi que éste
es un argumento de proposiciones. Sin embargo, este argumento es valido, asi que si el argumento original
es invélido el universo de discurso U = {a} no sirve de contraejemplo.

Intentemos ahora con un universo de discurso de dos elementos U = {a, b}. De nuevo aplicando la observacién
14 obtenemos:

[D(a) A R(a)] V [D(b) A R(b)]
[F(a) A R(a)] V [F'(b) A R(b)

. [D(a) A F(a)] V [D(b) A F(b)]

Este argumento si es invalido. Siguiendo los pasos para obtener la valuacion que hace las premisas verdaderas
y la conclusion falsa, obtenemos la valuacion:

D(a) | R(a) | F(a) | D(b) | R(b) | F(b)
F | V|V |V |V | F
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En este ejemplo sélo ha sido necesario inspeccionar los universos de discurso de uno y dos elementos. En
el caso en que en estos dos no logremos la prueba de invalidez, entonces verifica para el universo de tres
elementos.

Observacion 16. Si para un argumento de formulas cuantificadas logramos una prueba de validez, entonces
no serd postble encontrar un universo de discurso para el cual el argumento sea invdlido. Reciprocamente,
si encontramos un universo de discurso finito en el que el argumento es invdlido, entonces no serd posible
construir una prueba de validez para el argumento.

En algunos casos no es facil decidir si un argumento es valido o invélido. La destreza se adquiere con
la practica. Asi que sera necesario desarrollar todos los ejercicios para que una lectura del argumento nos
baste para decidir.

Ejercicios 2.4.2.

I.

1)  Fz[D(x) A A(z))] 2)  Jz[M(z) A N(z)] 3) Vz[M(z) — E(x)]
Vr[A(x) < J(z) Vv C(z)] Jz[M(z) A O(z)] Va[M(z) < B(x)]
—3Jz[J(x) A I(x) A A(z)]

Jz[D(z) A I(z)] Vz[O(z) — N(z)] Vz[E(zx) < B(z)]

4) Vo [M(x) — F(z)] 5) Jz[M (x) A C(x)] 6) Jz[-C(z) A R(z)]
Jz[A(z) A F(x)] Jz[C(z) N ~R(x)] Jz[F(x) A ~R(z)]
Jx[A(x) A M(x)] Jz[M(z) A ~R(x)] —Jz[F(z) A R(z)]

7) —3z[P(z) A (D(x) VT (x)) ANE(x)] 8) Jz[F(x)ANH(x)AN-I(x)] 9) Jz[B(x)A-C(x)]
Jz[P(z) A D(z)] Va[A(z) <« F(z)] Va[D(z) — —C(z)]
Jz[P(z) NT(2)] Vz[O(x) — H(x)]

Vz[D(z) — B(x)]
—Jz[P(x) A E(z)] Jz[A(x) A O(z)]

2.5. Traduccion

2.5.1. Traduccion definiciones

En matematicas es usual encontrar palabras con significados particulares. Dichos significados pueden
escribirse en lenguaje légico puesto que se plantean en un contexto matematico. Esas palabras nombran
conceptos que conocemos como definiciones.

Una definiciéon se usa entonces para nombrar algin concepto que aparece con frecuencia en las teorias
matematicas. Una vez nombramos la definicion invocamos aquel concepto matematico de forma breve y
rigurosa.
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En esta seccién listaremos algunas definiciones y sus traducciones en lenguaje légico. Los nombres de estos
conceptos seran resaltados en negrilla.

En el siguiente ejemplo se definen algunas propiedades que un numero entero puede tener. Es decir, un
ntmero entero puede no cumplir esta propiedad, sin embargo el uso frecuente del concepto nos lleva a
definirlo y darle un nombre.

Ejemplo 2.5.1.

El universo de discurso es Z.

Nombre Definicion Traduccién
1. x es par. Que un numero sea par significa que es el duplo de otro. Jy(2y = z)
2. x es impar. Que un ndimero sea impar significa que es el duplo de otro  Jy(2y + 1 = x)
mas uno.

3. x es positivo. Que un nuimero sea positivo significa que es mayor a cero. x > 0

4. 1z es negativo. (Que un nimero sea negativo significa que es menor a cero. x <0

La expresion de la derecha es la traducciéon de la definicién. Al dar nombres (palabras en negrilla) a las
definiciones, podemos decir que es equivalente nombrar a dar la férmula que traduce el significado, es decir:
(x es par) <« Jy(2y = z)
(z es impar) < Jy(2y + 1 = z)
(x >0)

)
(z es positivo) «
) o (@ <0)

(z es negativo

Veamos otros ejemplos en los que se define una posible relacién entre ntimeros. Esto significa que cierto
par de nimeros podria no cumplir esta relacién, pero dado que es un concepto 1til se le asigna un nombre
y una definicion.

Ejemplo 2.5.2.
El universo de discurso es Z.

Nombre Definicién Traduccién

1. gy es el sucesor de x. Que y sea el sucesor de x (y>x)AVz(z >z —y<2)
significa que y es el entero
més pequeno que es mayor a .

2. x es divisible por y Que x sea divisible por y Jz(zy = x)
si existe un nimero que al multi-
plicarlo por y de z.

3. x es opuesto aditivo de y Al sumar x y y en cualquier (r+y=0)A(y+z=0)
orden, el resultado es cero.

Obtenemos entonces las siguientes equivalencias:
(y es el sucesor de x) <« (y > x) AVz(z > 2 — y < z)
(x es divisible por y) <> Jz(zy = x)
(x es opuesto aditivo de y) < (x+y=0)A(y+z=0)
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Veamos ahora un listado de propiedades que pueden tener las operaciones binarias, es decir las opera-
ciones que involucran dos nimeros. De nuevo, puede existir una operaciéon binaria que no lo cumpla, sin
embargo conocemos operaciones que en su mayoria las cumplen. Es por eso que merecen una definicién.

Ejemplo 2.5.3.
El universo de discurso es R.

Nombre Definicion Traducciéon

1. 2 es médulo para la suma. Que un ntmero sea médulo para Vy[(z +y =y) A (y +z = y)]
la suma significa que al sumarlo
con cualquier otro nimero en
cualquier orden, el resultado es
ese otro nimero.

2. Existencia de un médulo La suma tiene un mdédulo. JaVyl(z+y=y) A (y+z =y)]
para la suma

3. Conmutativa de la suma La suma de un par de nimeros  VaVy(x +y =y + x)
en cualquier orden tiene igual
resultado.
4. Existencia de opuestos Todo nimero real tiene Vedy[(z+y=0) A (y+x=0)
para la suma un opuesto aditivo.

Obtenemos entonces las siguientes equivalencias:

cWyllzt+ty=y)A(y+z= )}
= Vrdyl(z+y=0)A(y+
- VaVy(z +y =y + )
= VrIy[(z+y=0) A(

(x es médulo para la suma
(Existencia de un médulo para la suma

(Conmutativa de la suma

N~ N

(Existencia de opuestos para la suma y+x=0)

El ejemplo a continuacién, incluye algunas propiedades que las funciones reales pueden cumplir.

Ejemplo 2.5.4.

El universo de discurso es el conjunto de las funciones reales.

Nombre Definicion Traduccion

1. f esuna funcién creciente. Que f sea una funcién creciente VaVyl(xz <y) — (f(z) < f(y))]
significa que las imagenes de dos
nuimeros reales, uno menor o igual
al otro, conservan esta relacion.

2. f esuna funcién inyectiva. Que f sea una funcién inyectiva VaVyl(x #y) — (f(x) # f(y))]
significa que las imagenes de dos
nimeros reales diferentes, son
diferentes.

Obtenemos entonces las siguientes equivalencias:

(f es una funcién creciente) «— VaVy[(z < y)

(f es una funcién inyectiva) < VaVy[(z # y)
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Algunas definiciones no sélo generan un nombrre sino también una simbologia. Por el ejemplo, la defini-
cién de ‘z divide a y’ se simboliza por z|y.

El ultimo ejemplo que traduciremos es la definiciéon rigurosa de limite. Escribiremos entonces la defini-
cion en el formato formal en el que las definiciones se presentan y posteriormente listaremos la equivalencia
que resulta. Veremos que el limite es una de las definiciones que genera simbologia.

Definicion 19.

Se dice que L es el limite de f(z) cuando x tiende a a, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si
|z — a| < § entonces |f(z) — L| < e. Simbdlicamente se escribe lim,_., f(x) = L.

Simbologia: Traduccién:
lim f(z) =L — Ve{(e >0) — 35[(0 >0) AVx(|Jz —a| < d — |f(z) — L| < e)]}

Quedan ain muchas definiciones por traducir. No obstante, los ejemplos listados en esta seccién sirven
de referencia para las mayoria de las traducciones importantes que faltan. Dejaremos varias de estas como
ejercicio.

Ejercicios 2.5.1.

I. Traduzca las siguientes definiciones.

1. Un ntimero entero x es divisor de otro niimero entero y, si existe un entero que al multiplicarlo por

x de y.
Un nimero entero = es divisor propio de otro niimero entero y, si es divisor de y y = < y.
Un numero entero = es divisor positivo de otro ntimero entero ¥, si es divisor de y y 0 < .
Los enteros x y y son primos entre si, si el tnico divisor que comparten es 1.
Un numero entero es primo si es mayor que uno y no tiene divisores diferentes a uno y si mismo.

Un nimero entero z es multiplo de y, si al multiplicar a y por otro entero se obtiene .

NS e N

Un numero real x es racional, si existen dos nimeros enteros, uno de ellos no nulo, tal que z es el
cociente de éstos, donde el divisor es el entero no nulo.

8. Un numero real z es médulo para el producto si al multiplicarlo con cualquier real y, en cualquier
orden el resultado es y.

9. Un namero real = tiene inverso multiplicativo si existe otro real que al multiplicarlo con z, da
como resultado 1.

10. La suma cumple la propiedad asociativa.
11. La suma y el producto cumplen la propiedad distributiva.

12. El producto cumple la existencia de inverso multiplicativo para todos los ntimeros reales difer-
entes de cero.

13. Un numero entero es perfecto si es mayor que 1, y si es la suma de sus divisores propios positivos.

11. Escriba la traduccién de las siguientes frases, usando la traduccién de la definicién o la simbologia de
las palabras en negrilla.

1. Existe un tinico médulo para la suma.
2. Existe un tnico médulo para el producto.

3. 1 es el médulo del producto de reales.

1. Averigue y traduzca cada una de las siguientes definiciones. Plantee las equivalencias asociadas a éstas.
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NN NN N N DN F = = = e e e e e

© XN N

Racional irreducible.

Funcién par.

Funcién impar.

Funcién sobreyectiva.

Funcién biyectiva.

Funcion decreciente.

Funcién estrictamente creciente.
Funcion estrictamente decreciente.
Propiedades de la potenciacion.

Propiedad reflexiva del orden de los reales.

. Propiedad antisimétrica del orden de los reales.
. Propiedad transitiva del orden de los reales.

. Cota superior de un conjunto.

. Cota inferior de un conjunto.

. Méaximo de un conjunto.

. Minimo de un conjunto.

. Supremo de un conjunto.

. Infimo de un conjunto.

. Propiedades de las desigualdades de los reales.
. Limite lateral izquierdo.

. Limite lateral derecho.

. Asintota vertical.

. Asintota horizontal.

cNimg g f(z) = 0.

Climg ., f(z) = —o0.

. Funcién continua en a.

27.

Funcién continua.

1v. Traduzca los siguientes enunciados de teoremas. Use las definicién o la simbologia de las palabras en
negrilla.

1.
2.
3.

2.5.2.

La suma de dos ntimeros positivos es mayor a cada uno.
Todo nuiimero natural tiene un sucesor.

El limite de una funcién f(z) cuando = tiende a a existe, si y sélo si los limites laterales
existen.

Traduccion de teoremas y demostraciones

Los teoremas enuncian una verdad en un contexto matemdtico especifico (teorias mateméticas). La
demostracién logra las premisas y el argumento valido cuya conclusion es el enunciado del teorema. Una
demostracién no suele contener la prueba de validez del argumento que plantea. Esto es porque en general
la validez del argumento es, para los matemadticos, la parte ‘sobreentendida’ de la demostracién. En muchos
casos, si se compara la dificultad de una prueba de validez con el nivel conocimientos en el area y la cre-
atividad matematica que debe tener quien demuestra, se puede entender porque es considerado innecesario
probar la validez.
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Recopilar los conocimientos necesarios para hacer demostraciones de cierta teoria de las matematicas, puede
requerir de afios de estudio. La creatividad requiere de genio y dedicacién. Luego en este curso introductorio
lo que aspiramos lograr es identificar y traducir los argumentos planteados en un teorema junto con su
demostracién. En el capitulo 3 estudiaremos algunos argumentos comunmente usados que nos permitiran
demostrar algunos teoremas sencillos.

Recordemos entonces que el argumento a la derecha es la representacién logica de un teorema y su de-
mostracion.

Teorema: o1

¢ ®2

Demostracion: & :

¢17¢27"'7¢HD d)TL
.. ¢

Listemos entonces algunos ejemplos de teoremas junto con sus demostraciones y sus traducciones.
Teorema 2.5.1. Si el cuadrado de un numero entero es par entonces el nimero es par.

Demostracion. Que x sea un nimero entero que no es par, significa que x es un nimero impar. Esto por
definicién de impar significa que existe un entero k tal que x = 2k + 1. Asi podemos inferir las siguientes
igualdades :
2= (2k +1)*
= 4k* + 4k + 1
= 2(2k* + 2k) + 1

Finalmente de la tltima igualdad concluimos que z? es impar. ]

A continuacién extraemos el argumento légico detras de este teorema y su demostracion.

Ejemplo 2.5.5.

El universo de discurso para todas las variables es Z.

Nombramientos: Traduccién:

P(z) : ‘z es par’ Vz[-P(z) < I(z)]

I(x) : ‘x es impar’ V[l (z) < JyA(z,y))
A(z,y) : ‘a =2y + 1 VaVy[A(z,y) — B(z,y)]
B(z,y) :‘a® = (2y + 1) Vavy[B(z,y) — C(z.y)]
Clz,y): ‘e =4y + 4y + 1 VaVy[C(x,y) — D(z,y)]
D(z,y) : ‘a* = 2(2y° + 2y) + 1’ VaVy[D(z,y) — I(2?)]

- Vz[P(x?) — P(z)]

En la prueba de validez de este argumento se requiere aplicar particularizacion universal a la primera premisa
usando z2. Es decir que un reglén de la prieba serd —P(z?) < I(2?). Esto es porque el cuadrado de un
entero es un entero, luego x? se considera entero.

En el siguiente ejemplo completaremos la demostracién de que v/2 es irracional, con detalles que no era
posible incluir en el capitulo de calculo proposicional, dado que no habiamos estudiado los predicados y las
férmulas cuantificadas.
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Teorema 2.5.2. /2 es irracional.

Demostracion. Supongamos que v/2 es racional. Esto implica que existen dos nimeros enteros x y y tales
que son primos entre si y que v/2 = % Asi podemos inferir las siguientes igualdades :

2
2
V2 =2
Yy
2
PR
y
2% = 22

Por definicién de par esto equivale a que 22 es par. Pero del teorema 2.5.1 sabemos que si el cuadrado de un

nimero es par entonces el nimero es par. Luego inferimos que z es par. Por definicién de par esto significa
que existe un entero k tal que z = 2k y asi inferimos las ecuaciones:

22 = 4k>
2y? = 4>
y2 _ 2k2

La ultima igualdad implica que y? es par. Esto implica que y es par. Como x y y son pares entonces x y y
no son primos entre si. O

Ejemplo 2.5.6.

El universo de discurso para todas las variables es Z.

Nombramientos: Traduccién:

R(z) : ‘@ es racional’ R(V?2)

S(z,y) : ‘x y y son primos entre si’ Vz[R(z) — JxIy[S(x,y) AT (x,y)]]

T(e,y): V2= Vay(T (x,y) — Ule,y)

2
Ulay): V2 = Va¥y[U (a,y) = V(@)
2

Viwy) 2= "5 Vavy[V (z,y) — W2, y)

W(z,y): 2y =’ Vavy[W (2%, y%) — P(a?)]

Q)+ 2y = 4’ ValP(a?) — P(x)]

P(z): ‘x es par’ Vz[P(x) — JzW(x, z)]
VY z[W (z, 2) AW (22, 4%) — Q(22, %))
VaVy[Q(2%, y?) — W (32, 2%)]
Vavy[P(z) A P(y) — =S(z,y)]

. =R(V?2)

Veamos un teorema acerca de la continuidad de las funciones. La traduccién de éste y su demostracién
no es una presentacion mas sencilla a la usual. Sin embargo, la exigencia de dicha traduccion ademas de
requerir el pleno entendimiento de la demostracién, también nos muestra el grado de dificultad de la légica
que se usa en los primeros cursos de matemaéticas.
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La traduccion que aqui aparece tiene un nivel de rigurosidad mayor a todos los anteriores ejemplos expuestos
en este libro. No es de extranar que sea de dificil lectura. Igualmente la prueba de validez correspondiente
tiene un grado superior de dificultad. Algunos de los ejercicios propuestos tienen esta caracteristica, asi que
se deja a criterio del lector continuar con la lectura y con dichos ejercicios.

Teorema 2.5.3. Si f y g son funciones continuas en a, entonces la funcion f + g es continua en a.

Demostracion. Que f y g sean continuas en «a significa que:

(1) lim f(z) = f(a)
(2) lim g(z) = g(a)

Por otro lado sabemos por de finiciéon de suma de funciones y propiedades de los limites que:

3) 1in (f +g)(x) = 1n[f(2) + g(x)]
(4) 1 [f(2) + g(x)] = lim f(2) + lim g(x)

Apartir de igualdades (1), (2), (3) y (4) inferimos las ecuaciones:

(5) 1 (f + g)(x) = lim f(2) + lim ()
(6) lim f(z) + lim g(2) = f(a) + 9(a)

Luego del hecho de que (f + g)(a) = f(a) + g(a) y de (6) inferimos que lim,_.(f + ¢)(z) = (f + g)(a) O

Ejemplo 2.5.7.

El universo de discurso para las variables f y g es el conjunto de las funciones reales, y para la variable z es
R.

Nombramientos: Traduccién:

C(f,z):‘f es continua en 2’ ViVgvz|C(f,z) < L(f,z2)]

L(f.2):* lim f(z) = (=) VIYG7=S(f.9.2)

S(£.9.2) :  lim (f + 9)(@) = lim[£(2) + g(a)] VPYgYP(f,9,2)

P(f.9.2):* m[f(2) + g(x)) = lim f(x) + lim g(a)  VfVgV2Z(f.g.2)

I(f.9,2) : * i (f + g)(x) = lim f(z) + lim g(z) VIvgvz[S(f,9,2) NP(f.9,2) = I(f,9,2)]
M(f.g.2): M f@) + limg(e) = f(2) + 9z VVeVEL(f.2) A L(g.2) — M(f.9.2)]
J(£.9.2) T (F + 9)(@) = £(2) + (=) VPGV{I(f.9.2) A M(f.9.2) = J(f.9.2)]
Z(f,9,2) :(f +9)(2) = f(2) + 9(2) VvVl (f.9,2) NZ(f,9,2) = L(f + g, 2)]

S YVGYZ[CO(f,2) ANC(g,2) — C(f + g, 2)]

Debemos observar que la variable que aparece como subindice en los limites no se incluye entre las variables
libres de los predicados definidos en los nombramientos. Esto es porque ese subindice en la definicién de
limite es una variable acotada por un cuantificador universal.
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De otro lado, la prueba de este argumento requiere el uso de otro argumento que se dejé como ejercicio en
la secciéon 1.4.2.

p—4q
r—s

SPAT —qgAS
Ejercicios 2.5.2. 1. Realice las pruebas de validez de las traducciones de:

1. Ejemplo 2.5.1.
2. Ejemplo 2.5.2.
3. Ejemplo 2.5.3.
1I. Averigue los enunciados y complete las demostraciones de los siguientes teoremas, para obtener los
argumentos 16gicos correspondientes.
1. El limite de una suma es la suma de los limites, siempre que cada limite exista.
2. El limite de un producto es el producto de los limites, siempre que cada limite exista.

3. El limite de un cociente es cociente de los limites, siempre que cada limite exista y que el limite del
denominador sea diferente a cero.

4. El limite de una constante por una funcién es la constante por el limite de la funcién, siempre que
el limite exista.

5. Si f y g son continuas en a , entonces f — g es continua en a.
6. Si f y g son continuas en a , entonces fg es continua en a.
7. Si f es continua en a , entonces cf es continua en a.
8. Si f y ¢ son continuas en a , entonces f/g es continua en a, siempre que g(a) # 0.
1. Traduzca el enunciado de los siguientes teoremas. Luego basandose en los puntos 1,2 y 3 de los ejercicios
1.5.2 escriba la demostracién y traduzcala.
. Para x un real nimero positivo y 7 un nimero real se cumple la igualdad log,(z") = nlog, .
. Para x y y ntimeros reales positivos se cumple la igualdad log,(xy) = log, « + log, y.

1
2
3. Para x y y numeros reales positivos se cumple la igualdad loga(i) = —log, y.
4

A o . . _ Inx
. Para z y a nimeros reales positivos con a # 1, se cumple la igualdad log, z = 7.
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Capitulo 3

Meétodos de demostracion

Las demostraciones son posibles en un ‘contexto’ lo suficientemente riguroso como para garantizar su
planteamiento exacto y su alcance ‘universal’. Este contexto es el sistema axiomatico. Las demostraciones en-
tonces son argumentaciones validas y rigurosas en un sitema axiomético. Demostrar una afirmacion requiere
conocer los axiomas de la teoria en la que se afirma, y una dosis importante de creatividad. Sin embargo,
también requiere de experiencia. Los métodos de demostracién presentados en este capitulo pretenden ofre-
cer esa cantidad minima de experiencia que un estudiante necesita para empezar a hacer demostraciones
sencillas. Por lo tanto, al hacer una lista de métodos de demostracion pretendemos lograr un resumen de la
experiencia de demostrar.

3.1. Sistema axiomatico

Contaremos aqui las generalidades de un sistema axiomatico con la intencién de indicar que los teoremas
y sus demostraciones se plantean en un lenguaje 16gico. Para resumir el contenido de este lenguaje logico
veamos el siguiente grafico:

Logica
Y
Proposiciones LAV, e = Predicados
Y
v, d
Y Y Y
Formulas sin variables libres Vocabulario Formulas con variables libres
Y
Formulas

En el diagrama la palabra Vocabulario indica las operaciones, funciones, constantes y relaciones propias
de un universo de discurso. Las operaciones se suponen definidas para todos los elementos del universo de
discurso, es decir, siempre se pueden operar dichos elementos y ademés el resultado es otro elemento del
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universo de discurso. Por ejemplo, como operaciones en los ntimeros reales conocemos a la suma y al pro-
ducto, como funciones al valor absoluto de un nimero, el cuadrado, el cubo, el duplo, la raiz cuadrada,etc.
Las relaciones son predicados asi como ‘menor que’, ‘menor o igual’, ‘mayor’, ‘mayor igual’, etc; finalmente
como constantes reconocemos a los médulos de las operaciones 0 y 1, o a los irracionales 7, /2, e, etc.

Una vez construido el conjunto de férmulas podemos traducir el conjunto de verdades de cada ‘Teoria
matematica’ que conocemos. Ese conjunto de verdades es el conjunto de axiomas que conforman la base de
un sistema axiomatico. Una vez logrado el conjunto de axiomas, se trata de inferir otras formulas y también
de plantear argumentos véalidos (teoremas) que puedan tener aplicacién en el quehacer matemaético.

3.1.1. Axiomas

Definicion 20. El conjuntos de axiomas de un sistema axiomatico es un listado de férmulas que usan el
vocabulario del sistema. Este conjunto de férmulas debe ser consistente.

Logica

TN

Formulas Inferencia y Equivalencia

Sistema axiomatico — Axiomas

Y

Teoremas

Definiciones

Del conjunto de axiomas se necesitara definir conceptos para hacer facil el ejercicio de inferir los teoremas
que son la esencia de la teoria que busca caracterizar el sistema axiomaético.

Conocemos en matematica ciertos universos de discurso en los que usamos propiedades de sus constantes,
funciones, relaciones y operaciones para obtener resultados de nuestra utilidad. Entre estos universos se
cuentan los numeros reales, enteros, racionales, irracionales, y reales. Cada una de esas propiedades que
asumimos como ciertas forman parte de un conjunto de axiomas que el universo de discurso cumple. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1.

Teoria: Vocabulario:

de Grupos
Operaciones: *
Constantes: e

Propiedad  Axiomas:

(Asociativa)  VaVyVz[(x *y) x 2 = x x (y * 2)]

(Modulativa) Vz[(z*xe=x)A (e xx = x)]

(Opuestos) Vedy[(z xy =€) A (y xx = e)]
Estos axiomas se conocen como los axiomas de grupo. Sabemos que los universos de discurso Z,Q y R cada
uno con la suma y el cero cumplen los axiomas de grupo. También sabemos que los universos Q y R sin el
cero con el producto y el uno, cumplen estos axiomas.
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Ejemplo 3.1.2.

Teoria: Vocabulario:

de Anillos
Operaciones: * o+
Constantes: a, e

Propiedad Axiomas:

(Asociativa) VaVyVz[(x x y) * 2 = x x (y * 2)]
VavyVz[(z +y) + 2 =z + (y + 2)]

(Modulativa)  Vz[(x +e=2) A (e +z = )]
Ve[(rxa=1z)A(axx =)

(Opuestos) Vedy[(z+y=e) A (y+z =e)]

(Conmutativa) VaVy(z+y=y+x)

(Distributiva)  VaVyVz[(x + y) x 2z = (z % 2) + (y * 2)]

Estos axiomas son los axiomas de anillo. Los universos de discurso Z,Q y R cada uno con la suma, el
producto, el cero y el uno los cumplen. El conjunto de los naturales no cumple los axiomas de anillo.

Ejemplo 3.1.3.

Teoria: Vocabulario:
de Cuerpos
Operaciones: * o+
Constantes: a, e
Propiedad Axiomas:
(Asociativa) VaVyVz[(x x y) x 2 = x x (y * 2)]
VaVyVz[(z +y) + 2 =z + (y + 2)]
(Modulativa)  Vz[(z+e=2z) A (e+z = z)]
Ve[(zxa=z)A(axx =)
(Opuestos) Vedyl(z+y=e€) A (y +z =e)]
Vadyl(z #e) = (xxy = a) Ay xx = a))]
(Conmutativa) VaVy(z+y=1y+ )
VaVy(z xy =y * x)
(Distributiva)  VaVyVz[(x +y) * 2 = (z * 2) + (y * 2)]

Estos son los axiomas de cuerpo. Los universos de discurso Q y R cada uno con la suma, el producto, el cero
y el uno los cumplen. Los naturales y los enteros no cumplen los axiomas de cuerpo.

Ejemplo 3.1.4.

Teoria: Vocabulario:
Aritmética de Peano
Operaciones:  *, +
Constantes: e, a

Propiedad  Axiomas:

Ve(z +a #e)

VaVy[(x +a=y+a) — z =y
(Modulativa) Vz(z+e=x)

Vr(x e =e)

VaVylz + (y + a) = (z +y) + d]

VaVylz « (y + a) = v * y + ]
(Induccién)  [p(e) AVz(p(x) — ¢z + a)]

— Vo)

¢ una férmula con variable libre .

Estos son los axiomas de Peano. El universo de discurso N con la suma, el producto, el cero y el uno los
cumple.

Fanny Santamaria 70



3.1. SISTEMA AXIOMATICO Elementos del Lenguaje Matematico

Debemos notar que el 1iltimo axioma en realidad representa una cantidad infinita de axiomas, puesto que
es uno para cada posible férmula ¢. Esto se llama esquema axiomdtico.
Ejercicios 3.1.1.
I. Diga por que los siguientes universos de discurso con las operaciones indicadas no cumplen los axiomas.
Indique cuales axiomas cumple y cuales no.
N con la suma y el cero no cumple los axiomas de grupo.
N sin el cero con el producto y el uno no cumple los axiomas de grupo.
Z sin el cero con el producto y el uno no cumple los axiomas de grupo.
N con la suma, el producto, el cero y el uno no cumple los axiomas de anillo.
Z con la suma, el producto, el cero y el uno no cumple los axiomas de cuerpo.
7Z con la suma, el producto, el uno y el cero no cumple los axiomas de Peano.

Q con la suma, el producto, el uno y el cero no cumple los axiomas de Peano.

e A S

R con la suma, el producto, el uno y el cero no cumple los axiomas de Peano.

1. Para cada una de las teorias nombradas a continuacién realice la traduccién légica de sus axiomas.
Las propiedades enunciadas tienen los siguientes significados. Una relacion es reflexiva si todé elemento
del universo de discurso se relaciona con si mismo. Una relacién es antisimétrica si siempre que un
elemento se relacione con un segundo elemento y también este segundo elemento se relaciona con el
primero, entonces estos dos elementos son iguales. Una relacion es transitiva si siempre que un primer
elemento se relaciona con un segundo elemento, y el segundo con un tercero, entonces el primero se
relaciona con el tercero.

Teoria: Vocabulario:
de conjuntos ordenados
Relaciones: R
1. Propiedad Axiomas:
(Reflexiva) ?
(Antisimétrica) ?
(Transitiva) ?
Teoria: Vocabulario:
de ordenes lineales
Relaciones: R
9 Propiedad Axiomas:
' (Reflexiva) ?
(Antisimétrica) 7
(Transitiva) ?
(Tricotomia) ?
Teoria: Vocabulario:
de ordenes lineales densos
Relaciones: R
Propiedad Axiomas:
5 (Reflexiva) ?
' (Antisimétrica) 7
(Transitiva) ?
(Tricotomia) ?
(Densidad) Entre dos elementos
diferentes, hay otro.
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Teoria: Vocabulario:
de ordenes con extremo superior

Relaciones: R
Propiedad Axiomas:
(Reflexiva)
(Antisimétrica)
(Transitiva)
(
(

Trlcotomla)

Teoria: Vocabulario:
de ordenes con extremo inferior

Relaciones: R

Propiedad Axiomas:
(Reflexiva)
(Antisimétrica)
(Transitiva)
(Trlcotomla)

(

N N ) D o)

Teoria: Vocabulario:
de ordenes con extremos

Relaciones: R

Propiedad Axiomas:
(Reflexiva)
(Antisimétrica)
(Transitiva)
(Tricotomia)
(Minimo)
(Méximo)

NN ) D) D)

Teoria: Vocabulario:
de ordenes sin extremos

Relaciones: R

Propiedad Axiomas:
(Reflexiva)
(Antisimétrica)
(Transitiva)
(Tricotomia)
(Sin Minimo)
(Sin Maximo)

NN N ) D)

111. Diga para cuales de las teorias enunciadas en el punto anterior los universos de discurso listados a
continuacién cumplen sus axiomas. En cada caso indique cuales axiomas cumple y cuales no.

N con la relacién ‘menor que’.

Z con la relacién ‘menor que’.

Q con la relaciéon ‘menor que’.

Ll

R con la relacién ‘menor que’.
N con la relacién ‘mayor que’.
Z con la relaciéon ‘mayor que’.

Q@ con la relacién ‘mayor que’.

© N o o

R con la relacién ‘mayor que’.
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9. N con la relacién ‘mayor o igual que’.
10. Z con la relacion ‘mayor o igual que’.
11. Q con la relacién ‘mayor o igual que’.
12. R con la relacién ‘mayor o igual que’.
13. N con la relacién ‘menor o igual que’.
14. 7Z con la relaciéon ‘menor o igual que’.
15. Q con la relacién ‘menor o igual que’.

16. R con la relacién ‘menor o igual que’.
17. Si alguna de las teorias no se verifica por ninguno de los universos de discurso anteriores, encuentre
un universo de discurso que si.
1v. ;De los axiomas de la aritmética de Peano se podra inferir los de grupo?
V. ;De los axiomas de la aritmética de Peano se podra inferir los de orden usando alguna definicién?

VI. Averigue los axiomas de los siguientes sistemas axiomaticos y enuncielos en una férmula.

1. Anillo ordenado.

2. Cuerpo ordenado.

3. Cuerpo algebraicamente cerrado.
4. Médulo.

3.1.2. Definiciones

Una vez planteadas los axiomas del sistema axiomdtico, se busca inferir resultados nuevos enunciados o
argumentos que justifiquen el planteamiento del sistema. Aparecen entonces conceptos de forma recurrente,
que es necesario nombrar. Asi, que definir es una necesidad en los sitemas axiomédticos. Definimos para
nombrar de forma breve. Luego cuando se define surge un nombre y usualmente un simbolo.

En la tabla a continuacion se presentan algunos ejemplos.

Nombre Simbolo Concepto Sistema axiomatico
y es Par - Jz(2z = y) Aritmética de Peano
y es Impar - Jz(2x + 1 =y) Aritmética de Peano
z Divide a y x|y z(z.z =y) Semigrupos

y es Primo - Vae(zly —x=yVe=1) Aritmética de Peano
reselcuadradodey z=y> x=y.y) Semigrupos

x es el Sucesor de y - (y<axAVzy<z—z<2) Ordenes

Ejercicios 3.1.2.

I. Averigue y traduzca las definiciones correspondientes a los siguientes nombres y diga en que sistema
axiomatico pueden surgir. Si existe un simbolo, indiquelo.

=TS, SN U o}

Positivo.

NSO 0N

Negativo.
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8. Minimo.

9. Maximo.

10. Supremo.

11. Infimo.

12. Cota superior.
13. Cota inferior.

14. Raiz cuadrada.
15. Raiz cubica.

16. Valor absoluto.

3.1.3. Teoremas

Los teoremas son afirmaciones 1égicas (férmulas) en el vocabulario del sistema axiomético, que se pueden
inferir de los axiomas, basandose en muchos casos en las definiciones y posiblemente en otros teoremas. Para
verificar que una afirmacién es un teorema de un sistema axiomatico es necesaria una demostracién. Esto
significa que para probar que una afirmacion es un teorema del sistema, se debe plantear un argumento
valido cuya conclusién sea la afirmacién y las premisas sean axiomas, otros teoremas o definiciones del

sistema.

Teorema: o1

¢

Demostracion: & Dn Axiomas

¢1a"'a@bna,(vbb"'77/}m771a"'57k\] ¢1
Un Definiciones
g
Vi Teoremas

Al ser un teorema la conclusién de un argumento valido, su demostracién encierra una implicacion, y es
por eso que los métodos de demostracién sugieren el uso de reglas de inferencia como demostracién por
contrareciproca, demostracién directa (MP), y demostracién por contradiccion.

Existen varios nombres para referirse a un teorema. Estos se usan segtn la importancia que tenga el teorema.
En la siguiente tabla se intenta organizar los nombres de los teoremas segin su importancia.

Nombre Importancia
Hecho 1
Observacion 2
Proposicion 3
Teorema 4
Lema 5

Otro nombre muy comun es el de Corolario, no aparece en la tabla puesto que en algunas situaciones tiene la
importancia de un hecho y en otras tiene mayor importancia que un lema. Lo que caracteriza a un corolario
es que es una consecuencia inmediata de un teorema enunciado y probado antes.

En general no hay un orden universal y los autores suelen establecer sus propios niveles de importancia.
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3.2. Meétodos de demostracion

Como mencionamos antes, las demostraciones consisten en el planteamiento de un argumento vélido
cuya conclusién sea el enunciado del teorema a probar. En el contexto en el que un teorema se plantea,
el sistema axiomatico, las premisas de dicho argumento pueden ser axiomas, definiciones u otros teoremas.
Cuando se incluyen teoremas en este planteamiento es frecuente encontrar dentro de la demostracién, la
demostraciéon de estos teoremas. Un ejemplo de esta practica es la demostracion por casos o de equivalencias
multiples.

Teorema: o1
¢
Demostracién: & On Axiomas
¢17"'agbnvwb"'awma’}/la"'afykﬂ ¢1
U, Definiciones
gi!
Vi Teoremas

Sabemos ademaés que un argumento representa una implicacién, luego los métodos de demostracion o formas
bésicas para abordar una prueba sugieren la verificaciéon de una implicacién. Sin embargo, la esencia de cada
demostracién esta en la creatividad del que demuestra y en su nivel de conocimientos del sistema axiomatico.

3.2.1. Demostracion directa

La expresion ‘demostraciéon directa’ encierra un contraste con las demostraciones indirectas. Son las de-
mostraciones indirectas las que tienen una estructura claramente definida. En una demostracion indirecta
puede en general suceder que se prueba un resultado equivalente (Contrarreciproca) o se plantea un argu-
mento valido con otra conclusién, tal que ese argumento resulta equivalente a un argumento vélido con la
conclusién original (contradiccién). Por el contrario en la prueba directa se plantea un argumento vélido
cuya conclusién es exactamente el enunciado del teorema.

Estamos dando entonces una definicién de demostracién directa negativa, es decir, es una demostracion
que no es indirecta. Daremos algunos ejemplos, y traduciremos los argumentos, pero la estructura de una
demostraciéon directa sélo se logrard identificar una vez el lector conozca las indirectas.

Teorema 3.2.1. La suma de niumeros pares en N es par.

Demostracion.

Sean a,b numeros pares. Luego por definicién de par existen k,m en N tales que a = 2k y b = 2m. Por lo
tanto:

a+b=2k+2m
=2(k+m)

Como k 4+ m es un numero natural entonces a + b es par. O

Veamos que esta demostraciéon corresponde a un argumento valido cuya conclusién es exactamente el
enunciado del teorema.
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Ejemplo 3.2.1.

Nombramientos:

P(z) : ‘x es par’

Ejercicios 3.2.1.

Traduccién:

P(a)

P(b)

ValP(z) o y(z = 2)

VaVyVVwl(x = 2) A (y=w) — (z+y = 2z + w)
VaVy[2z + 2y = 2(x + y)]

Vavyl[(z =y) A (y = 2) — (z = 2)]

. P(a) N P(b) — P(a+b)

I. Demuestre cada uno de los siguientes enunciados:

© X NSO W=

—_ = =
D= O

La suma de dos ntimeros pares es par.

Si 22 = y? entonces x =y 0 x = —y.

La suma de dos ntimeros impares es par.

El producto de dos niimeros pares es par.

El producto de dos niimeros impares es impar.

El cuadrado de un niimero entero termina en 0, 1, 4,5, 6 0 9.

La potencia cuarta de un nimero entero termina en 0, 1, 5 o 6.

Si alb y alc entonces a|(b+ c), para a,b y c enteros.

Si a|b entonces albe, para a,b y ¢ enteros.

Si alb y alc entonces a|bx + cy, para a,b, ¢,z y y enteros.
. Si alby a|c entonces albe, para a,b y c enteros.

. si x es impar entonces es la suma de dos enteros consecutivos.

3.2.2. Demostracion por contradiccién

En una demostracién por contradiccién no se plantea un argumento valido cuya conclusion sea el enun-
ciado del teorema, lo que se plantea es un argumento valido equivalente. Es decir, si el teorema afirma ¢
entonces planteamos un argumento valido 1 cuya conclusién sea F :

Teorema:

¢

se prueba =

Demostraciéon por contradiccion:

Argumento Valido 1:
-

Luego si el argumento de la derecha es valido entonces la implicacién que representa es una tautologia. Por

lo tanto, tenemos:

(Cont)(DN)
(LN)(LM)(DN)

—|¢—>IFEV
V—oo=
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Entonces, dado que V — ¢ =V, hemos logrado un argumento vélido 2 cuya conclusion es ¢:

Teorema: Argumento Vailido 2:
¢ \Y%
<:> R

El argumento valido 2 es equivalente al 1, y aunque es el 2 el que prueba el teorema, la demostracion
por contradicciéon consiste en plantear el argumento 1. Es por eso que es una demostracién indirecta. La
demostracién por contradiccién es también llamada demostracién por reducciéon al absurdo.

Observacién 17.
Para un teorema cuyo enunciado es ¢, a la hipotesis —¢ en la demostracion por contradiccion la llamaremos
hipoteisis de contradiccion.

Ejemplo 3.2.2.

Teorema 3.2.2. /2 es irracional.
La demostracién de este teorema es por contradiccién, y tal como se tradujo en la seccién 2.5.2, el
argumento es el siguiente:

Nombramientos: Traduccion:
R(z) : ‘z es racional’ R(V2)
S(x,y): ‘@ y y son primos entre si’ Vz[R(z) — Jx3y[S(x,y) AT (x,y)]]
T(ey): V2= vavy(T(z,y) = Ulz,y)]
4 2 x27
Uz,y): V2 = 7 vy (U (z,y) — V(z,y)]
2

T
Viwy):2="5 Vavy[V(z,y) — W(2®,y?)]
W(ay): 2y =a’ vay(W (2%, %) — P(a?)]
Qz,y) : 2y =4z’ Va[P(2?) — P(x)]
P(z): ‘x es par’ Ve[P(x) — J2W(x, 2)]

VaVyVz[W (z, 2) AW (22, y%) — Q(22,3?)]
Vavy[Q(22,y?) — W (y?, 22)]
VaVy[P(z) A P(y) — —=S(x,y)]

" =R(V?2)

En la prueba de validez de este teorema se infiere en un reglén —S(a,b) y en otro reglén S(a,b); luego
usando adicién agragamos ~R(1/2) y por silogismo disyuntivo inferimos que v/2 no es racional. Pero también
podemos usar conjuncién (Conj) para inferir S(a,b) A =S(a,b) = F. Es decir que una traduccién equivalente
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de la demostracién es:

Traduccion:

R(V?2)
Vz[R(2) — 323y[S(z,y) AT (z,y)]]

Vaty[T (z,y) — Uz, y)]
Vay[U(z,y) — V(x,y)]
Vavy[V (z,y) — W(a*,y°)]
va[W( 2y — P(a?)]
Va[P(2?) — P(x)]
(

Va[P(x) — 3zW (z, z)]
VaVyVz[W (z, 2) AW (2%, y%) — Q(22,3?)]

[
V2vy[Q(22, y?) — W (Y2, 2%)]
V:EVy[P(:U) P(y) — —S(m,y)]

En la seccién 14 usamos la primera traduccién para mostrar que se trataba de un argumento valido con
la conclusién que queriamos. Sin embargo, no se aclara porque se puede usar la negacién como enunciado
como premisa. Es por eso que para presentar el método de demostracién por contradiccion es mas precisa
esta ultima presentacion.

Cuando se hace una demostracién por contradiccion la primera premisa del argumento valido a plantear es
la negacién del enunciado del teorema.

Ejemplo 3.2.3.
Teorema 3.2.3. Ningun entero puede ser par e impar.

Demostracion. (Contradiccién)

Supongamos que x es un entero que es par e impar. Luego por definicién existen enteros a y b tales que:

T =2a
=2b+1
Luego
2a =2b+1
2(a—-b)=1
(a—0b)=1/2
Como a — b es un nimero entero, lo anterior significa que 1/2 es un nimero entero. ]

Fanny Santamaria 78



3.2. METODOS DE DEMOSTRACION FElementos del Lenguaje Matemaético

Nombramientos: Traduccién:

P(x): ‘x es par’ Az[P(z) A I(z)]

I(x) : ‘x es impar’ Vz[P(z) < Jz(z = 22)]
E(z): ‘x es entero’ Ve[l(z) < 3z(z =22+ 1)]

Vavyl[(z = y) A (z = 2) — (y = 2)]
VaVy[(2z =2y + 1) — 2(x — y) = 1]
Vavy2(z —y) =1 — (z —y) = 1/2]
VaVyE(z — y)

Vavyl(z = y) A E(z) — E(y)]

o E(1/2)
Como 1/2 no es entero, sabemos que E(1/2) =F.

Cuando el enunciado del teorema es una implicacién ¢ — 1), entonces la hipdtesis de contradiccién es
(¢ — ). Por implicacién material, ley de Morgan y doble negacién sabemos que —(¢ — ) = ¢ A1), luego
la prueba por reduccién al absurdo queda:

Demostracion por contradiccion:

Teorema:

¢— 1 ¢N—Y

Ejercicios 3.2.2.

I. Demuestre las siguientes afirmaciones:

La suma de un ntmero racional y uno irracional es irracional.

El producto de un nimero racional no nulo y uno irracional es irracional.

Si z es irracional entonces 3/x es irracional.

Si n? + 7 es impar entonces n es par.

10 dias de cualquier grupo de 64 dias correspnden al mismo dia de la semana.

3 de cualquier grupo de 25 dias corresponden al mismo mes del afio.

ZZ=1 Tq
=

o g W

Alguno de los reales 1, o, ..., x,, es mayor o igual al promedio
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3.2.3. Demostracion por contrarreciproca

En la demostracién por contrarreciproca se logra un argumento valido cuya conclusion es la contrar-
reciproca del enunciado del teorema.

Demostraciéon por contrarreciproca:

Teorema: Argumento Valido 1:
¢ — Y se prueba = 0
(0
X
.. —\w — —\gﬁ

Sabemos que si el argumento 1 es valido entonces por la regla de equivalencia (Cont) serd vélido el argumento
2:

Argumento Valido 2:
p

Ejemplo 3.2.4.
Teorema 3.2.4. Si el cuadrado de un entero es par entonces el entero es par.

Demostracion.

Si un entero x no es par entonces es impar, y si x es impar existe a entero tal que x = 2a+ 1. Luego tenemos
las siguientes igualdades:

r=2a+1
2?2 =(2a+1)2
=4a% +4a+1

= 2(2a* + 2a) + 1

2

Como 2a?+ 2a es un entero entonces x2 es un niimero impar, y todo niimero impar es un nimero no par. [
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Nombramientos: Traduccién:

P(z) : ‘z es par’ Vz[-P(z) — I(x)]

I(x) : ‘x es impar’ Ve[l (z) < Jy(z =2y + 1)]
E(x) : ‘z es entero’ Vay[(z = y) — (2° = y?)]

VaVy((z + y)? = 2 + 22y + 7]
VaVy[(2z + 2y) = 2(z + y)]

Vo E(22? + 22)

Vz[I(z) — —P(z)]

“ Vz[-P(z) — —P(z?)]

Ejercicios 3.2.3.

I. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Si 22 es impar entonces x es impar.
2. Si bn 4+ 4 es par entonces n es par.
3.

3.2.4. Demostracion por casos

La demostracién por casos es una demostracion directa en la que aparece una disyuncién que lista todas
las posibilidades para un elemento en algin contexto. Por ejemplo, cuando hablamos de un nimero real
sabemos que tiene tres posibilidades: ese ntimero es mayor a cero, o es igual o es menor. En algunas de-
mostraciones para nimeros reales es necesario tener en cuenta esta tricotomia. Luego en esas demostraciones
se hard una demostracién por casos.

Demostracién por casos:

Teorema: P1V P2 V...V ¢
¢ P2 — ¢
se prueba = :
On — ¢

Una demostracion por casos suele incluir las demostraciones de cada una de la implicaciones ¢; — ¢

3.2.5. Demostraciéon de equivalencias muiltiples

Es usual en matematicas encontrar teoremas que listan enunciados equivalentes a alguna definicién. Estos
enunciados se conocen en matematicas como caracterizaciones. La demostracion de equivalencias multiples
requiere la prueba de cada una de dichas equivalencias al interior de la misma demostraciéon. Es decir,
requiere la prueba de varios bicondicionales. Cuando el teorema lista sélo una caracterizacién, serd necesaria
la prueba de un tnico bicondicional; en general usando la equivalencia p < ¢ = (p — ¢) A (¢ — p). Como
suele haber mas de una caracterizacién, la prueba de las dos implicaciones para cada bicondicional generaria
una demostracion muy larga. El siguiente es el método mas usado, por brevedad, para este tipo de teorema.
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Demostraciéon de equivalencias multiples:

Teorema: o1 — @2

Son equivalentes: P2 — 3

1) ¢1 se prueba = :

2) ¢2 an—l - ¢n

3) ¢3 On — P1

n) én (@1 P2) A1 < P3) Al (Pt < i)

Ejercicios 3.2.4.

I. Demuestre los siguientes teoremas que incluyen equivalencias multiples.

1. Que x sea un impar es equivalente a que exista un entero k tal que x = 2k — 1.

3.2.6. Demostraciéon vacua

Una demostraciéon vacua, vacia o trivial aparece cuando el teorema es una implicacién premisa es es
falsa. Es decir, la demostracion consiste en demostrar que la premisa es falsa:

Demostracién vacua:
Teorema: se prueba = ¢ —TF
b=

L=

Esta demostraciones son comunes en la prueba del paso base de algunas demostraciones por induccién.

3.2.7. Demostraciéon por induccién

Las demostraciones por induccién se aplican sélo a los ntimeros naturales puesto que es el tnico de los
sistemas numéricos que cuenta con las siguientes caracteristicas: sucesor y minimo. Ni en los reales ni en los
racionales existe el sucesor de cada nimero. Y aunque en los enteros si existe el sucesor, este conjunto no
tiene minimo.

La idea de la demostracion por induccién es probar que la afirmacién ¢ se cumple para un primer nimero
natural ng, es decir que ¢(ng) es verdad y luego probar que de la verdad de ¢(n) se puede pasar a la ver-
dad para el sucesor n + 1 de n: ¢(n + 1) también serd verdad. El razonamiento serfa entonces que como
se ha probado que es cierto ¢(ng) entonces sera cierto ¢(ng + 1), y por lo tanto serd cierto ¢(ng + 2), y
asi sucesivamente.

Ejemplo 3.2.5.
Para una férmula ¢(z) enunciamos el principio de induccién matematica, el universo de discurso es N.
Teorema 3.2.5.

¢(n) se cumple para todo n > ny.

Traduccion:
¢(no)
Vn[p(n) — ¢(n+ 1))

s.Vnln > ng — ¢(n)]
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Ejercicios 3.2.5. 1. Demuestre las siguientes igualdades sobre los nimeros naturales:

1.1+3+5+ ..+ (2n—1) =n?

2. 1(2) +2(3) + 3(4) + ... + n(n + 1) = "tn2)

3. (D) +(2)2) + B)B) + .+ ()(n) = (n+1)! — 1

4,12 422 4 32 4 .2 = DGt

5. 12— 22 4 32, 4 (—1)Hlp2 = CLnttl)

6. 13 +23 433 4 ... 4 nd = (L)’

T omtee T e Tt @@y =

. @m + @ T e -+ B ~ G- e
9. prt gt T G = 4 T~ 20D

3.2.8. Demostracion existencial

3.2.9. Demostracion de unicidad
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4.1. CONJUNTO Elementos del Lenguaje Matematico

Capitulo 4

Elementos de la teoria de conjuntos

4.1. Conjunto

4.1.1. Representaciones de los conjuntos
4.1.2. Relacion de pertenencia

4.1.3. Igualdad y contenencia

4.1.4. Representaciones de los conjuntos
4.1.5. Definicién de cardinal

4.2. Conjunto de partes

4.2.1. Cardinal del conjunto de partes

4.3. Operaciones entre conjuntos

4.3.1. Unidén

4.3.2. Interseccién

4.3.3. Diferencia

4.3.4. Diferencia simétrica

4.3.5. Complemento

4.4. Propiedades de las operaciones entre conjuntos

4.5. Familias de conjuntos

4.5.1. Unién de tamano arbitrario

4.5.2. Interseccién de tamano arbitrario
4.6. Producto cartesiano

4.6.1. Pareja ordenada
4.6.2. Cardinal del producto cartesiano

4.6.3. Propiedades del producto respecto a las demas operaciones

4.7. Cardinal y operaciones conjuntistas
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